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EXERCICES 

DE CALCUL INTÉGRAL. 



PREMIÈRE PARTIE. 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

A. p » è s «voir épuisé les formules différentielles qui s'intégrent 
tant alge'briquement que par arcs de cercle ou par logarithmes, les 
Géomètres s’occupèrent de rechercher toutes celles qui sont inté- 
grables par les arcs d'ellipse ou par les arcs d'hyperbole ( 1 }.* 
On avait lieu de croire que ces transcendantes tenaient le premier 
rang après les fonctions circulaires et logarithmiques, et il impor- 
tait au progrès des nouveaux calculs , de ramener à un point 
de difficulté bien connu , toutes les intégrales qui étaient susceptibles 
de cette réduction. 

Les formules qu’on peut intégrer par cette voie se trouvèrent 
très-nombreuses ; mais il n’y avait point de liaison entre les résultats, 
et ils étaient loin de former une théorie. 

Un Géomètre italien , d’une grande sagacité , ouvrit la route à des 
spéculations plus profondes (*). 11 prouva que sur toute ellipse ou 



C‘) Mactaurin. Traité de» Fluxions. — D'AUmbert. Mcia.de Berlin. 1746- 
(") Fagnani. Produxioai aatematiche , Tum. il. 

* 
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a -PREMIÈRE PARTIE. 

sur toute hyperbole donnée , on peut assigner , d'une infinité' da 
manières , deux arcs dont la différence soit égale à une quantité 
algébrique. Il démontra en même temps que la lenmiscale jouit de 
cette singulière propriété, que ses arcs peuvent être multipliés ou 
divisés algébriquement, comme les arcs de cercle , quoique chacun 
d'eux soit une transcendante d’un ordre supérieur. 

Euler , par une combinaison qu'on peut regarder comme fort 
heureuse , quoique ces hasards n'arrivent jamais qu’à ceux qui savent 
les faire naître , trouva l’intégrale algébrique complète d’une équa- 
tion différentielle composée de deux termes séparés , mais sem- 
blables , dont chacun n'est intégrable que par des arcs de sections 
coniques ('). 

Cette découverte importante donna lieu à son auteur de comparer 
d'une manière plus générale qu’on ne l’avait fait avant lui, non- 
sculcmenl les arcs d'une même ellipse ou d'une même hyperbole , 
mais en général toutes les transcendantes comprises dans la for- 
mule où P est une fonction rationnelle de x , et R un radical 

de la forme i/{ a- f- Sx -+->ar* -f- Sx* -f- sx* ) , a, S , y , J' , t, étant 
constans. 

L'intégrale trouvée par Euler était trop remarquable pour ne pas 
fixer particulièrement l'attention des Géomètres. Lagrange voulut 
faire rentrer cette intégration dans les procédés ordinaires de 
l'analyse; il y réussit par une méthode fort ingénieuse (*) , dont 
l'application s'élève graduellement des transcendantes inférieures 
aux transcendantes Eulériennes ; mais il essaia inutilement de par- 
venir à un résultat plus général que celui d’Euler. 

Peu de temps après, Landen , géomètre anglais , démontra que 
tout arc d'hyperbole peut être mesuré par deux arcs deliipse { 
découverte mémorable qui réduit aux seuls arcs d’ellipse toutes 
les intégrales qu’on n’avait pu exprimer jusques-là que par la recti- 
fication des deux courbes. 

Enfin Lagrange sc signala de nouveau dans la même carrière , 



(’) Euler. No»i Com. Perrop. Tom. VI et VII. 
(“) Mim de Turin , Tom. IV. 

C) Mathematical Memoirs, by John Landen , 1780. 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5 

en donnant une méthode générale (') pour ramener, par des 
transformations successives, l’intégrale à l’intégrale d’une for- 
mule semblable qui , par la disposition de ses cocfficiens , est facile 
à évaluer par approximation. Ces transformations ont le double but 
de servir à la comparaison d'une suite de transcendantes formées 
d'après la même loi , et de conduire aux approximations les plus 
rapides dont ces fonctions sont susceptibles. 

Telles étaient les principales découvertes des Géomètres dans la 

/ Vdx 

, lorsque je publiai 

mes Recherches sur l'intégration par arcs d’ellipse ( ■). La première 
partie avait été composée avant que j’eusse connaissance du théorème 
de Landen ; elle contenait des vues nouvelles sur l’usage des arcs 
d’ellipse , et particulièrement un moyen d’éviter l’emploi des arcs 
d’hyperbole dans le calcul intégral , en y suppléant par une table 
d’arcs d’ellipse dressée convenablement. Je donnai ensuite une nou- 
velle démonstration du théorème de Landen , et je prouvai par la 
même méthode , que toute ellipse donnée fait partie d’une suite 
infinie d’ellipses tellement liées entre elles , que par la rectification 
de deux de ces ellipses, prises à volonté, on obtient la rectifica- 
tion de toutes les autres. Ces ellipses ayant un demi-grand axe 
commun égal à l'uuité , et leurs excentricités variant suivant une loi 
connue , depuis zéro jusqu’à l’unité, ou peut par ce théorème réduire 
la rectification d'une ellipse dounée à celle de deux autres ellipses 
aussi peu différentes du cercle qu’on voudra. C’était un pas de plus 
dans une carrière difficile. 

Mais cette matière , et en général la théorie des transcendantes 
désignée par demandait à être traitée d’une manière plus 

méthodique et plus approfondie. C’est ce que j’essayai de foire dans 
mon Mémoire sur les Transcendantes elliptiques , publié en 1793. 
Je me proposai dans cet ouvrage , de comparer entre elles toutes 
les fonctions comprises sous cette dénomination , de les classer en 
différentes espèces , de réduire chacune à la forme la plus simple 



(') Nouveaux Mémoire» de Turin, ano. 1784 et 1785, Ton». II. 
(*) Mém. de l’Acad. de» Sciences de Paris, apn. 1786. 
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4 PREMIÈRE PARTIE, 

dont elle est susceptible , de les évaluer par les approximations le* 
plus promptes et les plus faciles ; enfin , de former de l’ensemble 
de cette théorie une sorte d'algorithme qui pût contribuer à étendre 
le domaine de l’analyse. 

Ayant repris la suite de ces recherches , après une longue inter- 
ruption , j’ai réussi à perfectionner cette théorie dans quelques 
parties, principalement dans celle qui concerne les fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce. Ces améliorations étaient de nature 
à apporter quelque changement k mon premier travail ; j’ai donc 
cru devoir traiter celte matière dans un nouvel ordre , en lui 
donnant de plus grands développemens et l’éclaircissant par des 
exemples choisis. C’est le résultat de ce dernier travail que je pré- 
sente dans ce moment aux Géomètres ; j’espère qu’ils voudront Lien 
l’accueillir comme une nouvelle branche d'analyse qui peut offrir de 
belles et d'utiles applications. 



Idée générale des différentes sortes de transcendantes 
dans la formule intégrale 



contenues 



(i). Nous représentons par P une fonction rationnelle quelconque 
de x y et par R le radical : ce radical 

restant le même, On peut donner une infinité de valeurs à P; 
mais il n’en résulte pas pour cela une infinité de transcendantes de 
nature différente. On peut toujours par des intégrations partielles, 

réduire l’intégrale à une partie algébrique , plus un certaiu 

nombre de transcendantes , qui sont toujours de la même forme et 
de la même nature. C’est ce qu’il s’agit de développer. 

Supposons d’abord que P soit une fonction entière de x , ensortc 
qu’on ait P=A-f-Bjr-f-Car’-}-.. . ,-f- Kxr*. Si on représente , pour 

abréger, 1 "intégrale j ' ~ ^ — par fl", il est clair qu’on aura 

/ PJj" 

= AJi'-f Brr+cip-i-. ...+Kn‘ 

or, en différentiant la quantité x* -, R , cl revenant de la différen- 
tielle à l’intégrale, on trouve celle formule 

•x— 3 R— fm— 3)<tn— <+(m — i)fn— (m— a)yrP*; 

4- (tn — J)<Tn— ’4- — i) <n"; 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5 

d’où il sait qne ri", etc. peuvent s’abaisser successivement à 
des degrés inférieurs, et qu’on peut continuer la réduction jusqu’à 
ce qu’on n’ait que des quantités au-dessous de II 3 ; car la réduction 
de fl 3 est encore possible, parce que dans le cas de m= 3, le terme 
qui semblerait devoir contenir fl -1 s’évanouit. Donc P étant une 



fonction entière de x , l’intégrale pourra toujours se réduire à 

une quantité algébrique , plus une transcendante qui sera constam- 
ment de la forme 



/(A+Bx + Cx*)^. 



(a). Considérons maintenant la formule dans toute sa généralité, 
et soit P une fonction rationnelle quelconque de x : on fera comme 
s’il était question d'intégrer la fraction rationnelle P dx ; on extraira 
d’abord la partie entière qui peut y être contenue , et celte partie 
sera traitée comme il vient d’être dit. On décomposera ensuite le 
reste en plusieurs fractions partielle^, selon le nombre des facteurs 
du dénominateur ; de là résulteront autant de termes dans l’intégrale 
totale , et chacun de ces termes pourra être représenté par l'expres- 
sion générale ^ Or, il est facile de réduire tous les 

termes de cette espèce à des termes semblables, où ; c’est ce 
que nous allons prouver dans un instant. Observons auparavant que 
si le dénominateur , au lieu d’être complexe , était simplement x 3 , 

l’intégrale et toutes les semblables où i , pourraient se 

déterminer par le moyen de l’intégrale y'^-J-B-l-Cx-}-Dx‘^ — , il 

suffirait pour cela de donner à m — 4 d es valeurs négatives dans 
la formule de l'article ( t). 

Revenons au terme général que nons appellerons T*. 

Si ou fait i -j-nx=a> , et qu’on prenne les eoefficiens a', C, etc. , 
de manière qu’on ait l’équation identique 



* + e (^) +>(r?)‘+' <r&+ • C-^)’ 

= a' -f- C' u + j-'a* ■+• <fV -f- sV , 
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6 PREMIÈRE PARTIE. 

on trouvera par la différentiation de la quantité a>- l + 'R cette 

formule générale : 

O^r+CA-f) CT*—* 4- (k~i)yr-‘ 

-K*— i)/'r*-»+ci— 5)«r*-*. 

D’où il suit que les quantités P, T 3 , etc., peuvent se déterminer 
au moyen de P, P, T - T - ’; or , P = J ' , r~ '=/(i+nx')~ A 

Donc en général la formule J et 

toutes les formules semblables dans lesquelles k est plus grand que 
l’unité , se réduiront toujours à une partie algébrique , plus une 
intégrale de la forme 

/(rp+'+^+Hr 

(3). Nous conclurons de là qne , quelle que soit la fonction 
rationnelle de x représentée par P, l'intégrale^^ sera toujours 
décomposable en trois parties principales, la première algébrique, 
la seconde de la forme /(A -f- Bx Cx‘) et la troisième ren- 

fermant un ou plusieurs termes de la forme N J ( ; > où le 

coefficient n peut être réel ou imaginaire. 

On voit par cette analyse que le nombre des transcendantes 
comprises dans la formule f-fi- est très-limité. Il n’en existe que 
de deux espèces principales, l’une de la forme/(A-f'BJr-^-Cx , ) 
l’autre de la forme r- ^ observe même que tant que n 

est réel, cette seconde espèce est comprise dans la première, et 
s’y ramène immédiatement, en faisant i -j~nxt=^. 

Ces réductions générales une fois aperçues, nous allons suivre 
une autre roule pour parvenir à une connaissance plus précise des 
mêmes transcendantes. 
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1 



Manière de faire disparaître les puissances impaires de la variable 
sous le radical. 

(4). Le radical étant toujours y/(ct -f - Sx — f— — |— J'x 3 4 - ex 4 ),’ 

supposons que la quantité sous le signe soit décomposée en deux 
facteurs réels Ç -f- aux -f- 6jc*, X 4- aux 4* >x*. Ces facteurs doivent 
être de même signe pour que le radical soit réel; ainsi on peut 
supposer 

£ 4 - 8 x* = (x + 2 /jlx 4 - >x')y‘. 

De là on tire, 

rr'—* 4- — »)*4(*y* — O (6 — ry»)] 

8 — ry* • 

et si on appelle, pour abréger, Y le radical de cette expression, 
on aura ~ ^ . La valeur de x étant substituée dans P , on voit 

XV 1 

que la différentielle ou se décomposera toujours en deux 

parties, l’une rationnelle et intégrable par les règles ordinaires, 
l’autre affectée du radical Y, mais telle, qu’il n’y aura que des 
puissances paires de y sous le radical et hors du radical. Ainsi 

Pdx , , 

l’intégration de la formule -g— se réduit toujours à celle d’une 

formule de la même nature, dans laquelle P et R ne contiennent 
que des puissances paires de x. 

(5). Cette méthode est générale; cependant, comme la valeur 
de x, qui doit être substituée dans P, est un peu compliquée, 
il ne sera pas inutile de faire voir qu’on peut parvenir au même 
but par une substitution beaucoup plus simple, qui consiste à faire 

x = » P et 1 ctant deux constantes indéterminées. 

Reprenons les facteurs Ç 4” 4- 0x*, A4* aux 4- >■•*’» et subs- 

tituons dans chacun d'eux la valeur de x, on pourra faire abstraction 
du dénominateur commun qui sort du radical , et pour que les 
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puissances impaires de j disparaissent dans les numérateurs , il 
faudra qu’on ait 

£ + » (p + q) 4- = o , 

* + p-ip ■+■ q) 4- »pq = o- 

Ces deux équations donneront des valeurs rationnelles de p -f- q 
et pq ; mais pour que p cl q soient réels , il faut encore que 
(p+q)' — 4 Pq > ou (.P — q)‘ *°* 1 positif. Or, on peut distinguer 
deux cas : 

i°. Si la quantité * -f- Sx -f- yx' -f- etc. n’a P as tous scs facteurs 
réels, on pourra supposer que X -J- apx -f- tx‘ en contient deux 
imaginaires, et qu’on a en conséquence Xr > p.'. Mais la seconde 
des équations en p et q donne < 

donc dans ce premier cas le second membre est positif, et les 
valeurs de p et q seront réelles. 

a*. Si la quantité a. -f- €x -f- etc. a tous ses facteurs réels, et 
qu'en la décomposant en deux facteurs du second degré, comme 
ou vient de faire , il n’en résulte pas des valeurs réelles pour p 
et q ; alors on observera qu'il y a deux autres manières de dé- 
composer la quantité du quatrième degré en deux facteurs du 
second, et on peut être assuré que ces deux nouvelles combi- 
naisons donneront des valeurs réelles pour p et q. En voici la 
démonstration. 

Soient a, b, c, d les quatre valeurs de x qu'on a en faisant 
R = o , les équations qui déterminent p cl q pourront s’écrire 
ainsi : 

ab — t ( a 4 - h ) (p 4- q) + pq = o. 

cd — S (c -f- d) (p + q) + pq = O , 
et il en résulte 

p -h a ob — cd 

a ' a -f- b — - c — A * 

C p — q \' a — c. a — d.b — c.b — d 

a ) (a-f-ii — c — dy * 

Or, 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 9 

Or, on est maître de rendre positif le numérateur de cette der- 
nière quantité; car supposons que a, b, c, d, soient écrites dans 
l’ordre de leur grandeur, les racines négatives venant après les 
positives, alors les différences a — b, a — c , etc. seront toute* 
positives, et p — y sera réel. On aura encore p — y réel , si on 
prend pour a et b les extrêmes en graudeur des racines a, b, c, d. 
Enfin , la troisième combinaison donnerait p — y imaginaire. 

Donc par la substitution de x = ^ , il est toujours possible 

de faire disparaître les puissances impaires de la variable sous le 
radical, et en même temps on obtient cet avantage, que les deux 
facteurs, sous le nouveau radical, sont réels et de la forme/4- £7-*, 
ce qui est un point essentiel, et qu’on n'obtiendrait pas toujours 
par la première méthode. 

Remarquons qu’il y a deux cas particuliers h examiner. 

1*. Lorsque l’une des racines a et b est égale à l’une des racines 
c et d, le radical R se simplifie, et l'intégrale ne dépend plus que 
des arcs de cercle et des logarithmes. 

a*. Si l'on a a b z= c-j~ d , il suffit d’une simple permutation 
pour cesser d’avoir a-\-b=c+di mais on peut aussi profiter 
de cette circonstance pour faciliter la transformation. En effet, les 
deux facteurs de la quantité sous le radical étant alors de la forme 
X 4 - > (x* 4- awur) , Ç 4- ô (x* 4 - a/nx) , il est clair que si on fait 
x 4-/71=/, les puissances impaires de la variable disparaîtront. 

Réduction de la différentielle à la forme 

R ' 1/(1— c*hd.»' 

(6). Puisque par une première préparation on peut faire ensorte 
qu’il n'y ait pas de puissances impaires de la variable sous le ra- 
dical, nous ferons désormais R= j/(a 4- (Le* 4- Nous sup- 
poserons aussi que P est une fonction paire de x; car quelle que 
soit la fonction rationnelle P , ou peut toujours faire P = M -f- Nx , 

M et N étant des fonctions paires de x : or la partie - se ra- 
mène aux règles ordinaires, en faisant x* =/ ; ainsi toute la dif- 
ficulté se réduit à intégrer la formule , dans laquelle M est 
une fonction paire de x. 




,0 PREMIÈRE PARTIE. 

Cela posé, noos allons prouver par l’éuume'ration des différer) s 
Cas, que la différentielle peut toujours se ramener à la forme 
n -^ , où l’on a e plus petit que l'unité. 

V/(i — c*«in , .e}’ r 1 * 

Premier cas. Supposons les facteurs de a -f- Çx‘ -f- yx* imagi- 
naires, et représentons celte quantité par X*-f-aA/Mr*cos8-f'M' , a^, 
X et /* étant positifs , et cos 0 pouvant être positif ou négatif. On 

fera x = . tang et prenant c = sin j 8 , on aura la trans- 

formée 

: _ 1 d 9 

R * y/(i— 



Second cas. Soit a -f- 6x*-f- yx 4 = m' ( i -f- p'x % ) ( i — <]'x' ) ; 

la limite de x étant - , on fera x = - cos <p et —y—, — c*» ce qui 
<1 ’ 9 ?+</' * ^ 

donnera 



dx c — dp 

lt rnp ‘ p(i — c*sin f)‘ 



Si on voulait que la transformée fût positive , il faudrait faire 
cot p = (/( î — c*) tang 'P, ce qui donue directement 

, tin* y 

, 9’ + P* cos** * 

et la transformée serait 

dx __ C dir 

R rnp " y ( i — c’iin’*)" 



Troisième cas. Soit a. -f- Cx‘-\-yx* — m' ( i -f- p'x') (x* — q') , 
on fera x = S— , ■■ ■ ' — c 1 , et on aura 

COf p ’ i+p'q' ’ 

dx __ c dp 

R ” m ' \/(i — c’sin’ÿ)' 

Quatrième cas. Soit <t-f- Cx' -j-yx*= ( i -f- 9* x*) , 

on supposera /> > y , et faisant x = ; — c*, ou aura 

<jg ! f/ç 

R ~~ mp ' i — t • , »tn â f) 

Cinquième cas. Soit «-J- €x‘ + yx* = /w* ( i — p‘x') (i — <7*.r*). 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. ,, 

on supposera p > y, et fâisaut px = sin <f , - = o , la transformée 
sera 

dx | dp 

R mp ‘ j/(i— 

Cette formulé servira depuis x = o jusqu'à x — ^ ; le radical R 
serait imaginaire depuis x jusqu’à xs=A; mais il redevient 
re'el depuis x s= i jusqu'à x = oo. Dans ce dernier cas , il faut 
écrire R* =«* (p‘x ‘ — i)(y*x * — 1 ) , et faisant qx— , ? = c , la 
transformée sera — . ,7~ ^ . ' • Si on veut quelle soit positive , 
il faudra, comme ci-dessus , faire cot ç = y/( t — c* ).tang 'L, ce 
qui donnera directement x* = ‘ » e * h transformée sera 

dx 1 d* . 

R mp * y(i — e*finS-) * 

formule absolument semblable à la première; d’où il suit que l'inté- 
grale de jjr pour le cas de x > ^ , se déduira toujours de la même 
intégrale , prise en supposant x < 

Sixième cas. Enfin, soit ®+£x’-f- ?x*—m‘ (x* — q’) ( p * — x*) ; 
alors x doit être compris entre p et q. Soit p~>q , et soit fait 

x = -2_ on aura d’abord ~ = ... ; Dans cette for- 

mule, l'angle ’L a une limite; pour en introduire un indéfini, soit 
6in ‘L = c sin p et c* = - , on aura la transformée 

dx i dp 

R mp V/(| — 

à laquelle on serait parvenu directement en faisant 




(7). On peut remarquer maintenant, qn'abstraction faite du premier 
cas , les valeurs de x* qui opèrent la réduction cherchée , sont tou» 
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,3 PREMIÈRE PARTIE, 

jours de la forme çïjrïj^p^» où les coefficiens sont constans. Il 
ne s'agit plus que de substituer cette valeur de x“ dans P , et la for- 
mule f—t— sera transformée en une autre f-,, . . , dans 

J R J v/(i— c’sin’f) 

laquelle c sera plus petit que l’unité , et Q sera une fonction 
rationnelle paire de sin p , laquelle contiendra sin <p au même 
degré que P contient x. 

Nous faisons abstraction du premier cas , parce que la forme de 
la valeur de x est un peu différente , et que d’ailleurs en suivant la 
méthode de l’article 5 , on évite ce cas , puisqu’on tombe toujours 
sur des facteurs réels. Mais nous reviendrons dans un autre article 
sur le cas des facteurs imaginaires. 



Développement de la formule 



nn'f )' 



(8). Nous représenterons dorénavant le radical ^/(i— c*sin*$) 
par A , et aussi par A (<p)ct A ( c , <p) y lorsqu’on le regardera comme 
fonction de ou comme fonction de c et ç. 

Considérons d'abord le cas où Q serait une fonction entière, et 
soit Q = A -f- B sin'ip -f- C sin 4 <p -)- etc. ; si on représente pour 

abréger, l'intégrale J' "" par Z #l , on aura 

y’îÇ = AZ*+BZ*+CZ<4- etc. 

Mais en différenliant la quantité A cos $ sin*‘ -3 p, on trouve aisément 
la formule 



Acosipsin*' - 3 9=(a k — 3)Z’ ,— ' • — (i-f-e*)(a£ — a)Z ,l-, -f-c'(aX — i)Z •*; 



d’où il suit que Z*, Z‘, etc. peuvent s'exprimer au moyen de Z” 
et Z*, et qu’ainsi dans le cas où Q est une fonction entière, l’inté— 



S ralc Pr 



est égale à une quantité algébrique, plus une intégrale 



de la forme /(A +B sin‘ç ) 



(q). Soit maintenant Q une fonction quelconque rationnelle de 
sin*p; après avoir extrait la partie entière, et l’avoir traitée comme 
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il Tient d'ètre dit , le développement de la partie fractionnaire 
pourra toujours se faire de manière que chaque fraction partielle 

Ne. 

soit de la forme ç , Jj_ n ,i ' n ‘e y > » et N étant des coefliciens cons- 
tans, réels ou imaginaires. U s’agira donc de réduire la formule 
f Ï H-n rin'.ya » et t0ules ^ es semblables aux formules les plus simples 

de la même espèce. Or , si on fait pour un moment sin f = x , 
cette formule deviendra 



A 



(i + 



dx 

— Ci +0 x'+ 



Considérons , pour plus de généralité , la formule 



n -/(T 



dx 



- nx* )*R 1 



dans laquelle R représente le radical y/^a+Gx'-i-yx*) , on trou- 
vera par les moyens déjà indiqués. 



rR 



■= (■*—>(— ; + h) (— £ + n~ 

+ (><-4j(-4 +ÿ)n"-(U-5)2jn«. 



De là il résulte que le terme 17* , et tous les semblables où k est 
plus grand que l’unité , peuvent s’exprimer en partie algébrique- 
ment , en partie par les quantités ri', n% n~ qui sont les plus 
simples de leur espèce. On peut même observer que si i -f- nx* 
était diviseur de la quantité sous le radical , auquel cas on aurait 

« — ^ -f- ^ = o , alors la formule précédente aurait un terme de 
moins ; ainsi la quantité n* ne dépendrait plus que des deux n* 

et n— . 

Donc la détermination de n‘ dépendra en général de la formule 



/(h^ + b + <*•)*' 

et en particulier lorsque i -f» njc‘ sera diviseur de R’, on pourra 
faire disparaître ce dénominateur, et la détermination de fl* ne 

dépendra plus que de la formule /(B -f-Cx* ) 
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fiô). L’application de ce résultat à l'intégrale f -, — — . — fait 

v ' 11 n J (i-+-n»ia‘ç)*u 

voir qu’en général cette intégrale dépendra de la suivante. 

Et dans le cas particulier où i + n sin*$ sera facteur de cos’ip.A’, 
l’intégrale pourra être débarrassée du dénominateur , et ne dépendra 
plus que de la formule entière 

/•(B+Csin»*)^. 

Ce cas particulier aura lieu si« = — -t , et si n = — e*, alors les 
formules sont f COi f^ et il est facile en effet de réduire 

l'une et l'autre à une partie algébrique, plus une intégrale de la 
forme /(A-f-B sin*;p) On peut ajouter à ces deux cas celui de 

./ àin't» ' à * *ï ul est suscc P l iBle d'une semblable réduction , et qu'on 
effectuera par la formule de l'article 8. 

Il résulte de cette analyse , que la formule générale , ré- 

duite convenablement , contiendra , i*. une partie algébrique ; 
a’, une intégrale de la forme /"(À -(-B sin*?)^ ; 5* une ou plusieurs 
parties de la forme Ç | + ^ in ; - • , dans chacune desquelles les coef- 

ficiens N et n auront des valeurs quelconques , réelles ou ima- 
ginaires. 



Définition des fondions elliptiques , et leur division en trois espèces. 

(ii). Puisque les transcendantes que nous avons considérées, 
se réduisent toujours à ces deux formes /( A + B sin*|> ) — , 

( i -f a » est c ^ a ‘ r qu elles sont comprises dons la formule 

générale 

Il ___ /* A -4" B »în*^ dp 
J i4»iiioV * A* 
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Non* appellerons désormais fonctions ou transcendantes elliptiques , 
les intégrales comprises dans celte formule. La transcendante H sera 
supposée s'évanouir ou commencer lorsque 9 = 0 ; son étendue 
sera déterminée par la variable p , qu'on appellera V amplitude ; la 
constante c, toujours plus petite que l’unité, s'appellera le module ; 
enfin ^/(i — c*) que nous désignerons constamment par b, pourra 
6 ’appeler le complément du module. 

La quantité H, lorsqu’on ne considère que la variabilité de p , 
peut se désigner par H (p) ; si on considère à la fois la variation du 
module et de l’amplitude, on peut la représenter par H (c, p), 
et ainsi de suite , si on voulait avoir égard à l’inégalité des cocf- 
ficiens. 

(ta). U suffit de connaître toutes les valeurs de H, depuis p= o 
jusqu’à p — go' = J, et on connaîtra facilement la valeur de nette 
transcendante pour une amplitude quelconque. En effet , soit 
p = iitdba, i étant un entier, et a un arc plus petit que — , alors 
on aura 

H(<p)= 3 Jl(L)±H(a). 

11 en est à cet égard de la fonction II comme des arcs d’ellipse,’ 
et en général des arcs de toutes les courbes ovales composées de 
quatre parties égales et semblables : un arc , quelque grand qu’il 
soit, et renfermaut , si l’on veut, plusieurs circonférences, s’exprime 
toujours sans difficulté par le quart de la courbe cl une portion de 

ce quart. La fonction déterminée H est en quelque sorte l’unité 

des fonctions H , ou la fonction devenue complète : nous la dési- 
gnerons par II'. 

Il ne parait pas que la fonction H , prise dans toute sa généralité, 
puisse se réduire à des arcs d'ellipse ; cela n’a lieu que lorsque 
n = o , ou lorsque quelque substitution peut faire disparaître le 
dénominateur 1 n sln’p, ce que nous ne croyons pas possible en 
général. Ainsi la dénomination de fonction elliptique est impropre 
à quelques égards ; nous l'adoptons néanmoins à cause de la grande 
analogie qu'on trouvera entre les propriétés de celle fonction et 
celles des arcs d’ellipse. 




16 PREMIÈRE PARTIE. 

(i 3 ). Puisque toute intégrale désignée par , se réduit à 

nne partie algébrique , plus uu certain nombre de termes qui peuvent 
chacun être assimilés à la fonction H , il s'ensuit qu'on pourrait 
— n’admettre, pour les intégrales dont il s’agit , qu’une seule espèce de 
transcendantes , représentée par la fonction H , et dans laquelle les 
coefficiens A, B, n, seraient à volonté réels ou imaginaires. Mais 
pour bien pénétrer la nature de ces intégrales et pouvoir établir 
entre elles les comparaisons et les réductions dont elles sont sus- 
ceptibles , il est nécessaire de diviser la fonction fl en plusieurs 
espèces distinctes, dont les propriétés deviendront plus sensibles, 
lorsqu'on les considérera chacune isolément. 

J’observe d'abord que les arcs d’ellipse sont contenus dans la 

formule II. En effet, l'équation de l’ellipse étant J r '= —, (a‘—a :*), 
si on fait x = a sin p , on aura 

j- z= 6 cos p, et \Z(dx'-\-dj') = dp\/ (a’cos’ÿ-t-i'sin*^), 

formule qui se réduit à — c* sin’ip) , en faisant <2=1, 

et c* = t — b *. 

Fi*, i. Soit donc le demi-grand axe CA = i , le demi-petit axe CB = b; 
si sur le cercle circonscrit DM'A, on prend l’arc DM' = p , et qu’on 
abaisse du point M' la perpendiculaire MT sur le grand axe , on dé- 
terminera sur l'ellipse un arc BM == E , dont la valeur sera 

E= f&dp. 

Cette fonction ou transcendante E constitue l’une des espèces 
dans lesquelles nous diviserons la fonction II ; elle se déduit de la 
formule générale en faisant n = o , A = i , B = — c*. 

L équation de l’hyperbole étant jr‘ =^(.x* — «*), si l’on fait sem- 
blablement x = — — , on aura 

Cil» f ’ 

ct * / ( dx ‘ + <!r') = £- f ✓(£* + *• sin**); 

mais pour avoir un radical entièrement semblable à celui de l’arc 
d ellipse , il faut prendre d’autres dénominations. Soit donc le demi- 
f* >. axe transverse CA = c, son conjugué CB == b , la distance du 

centre 
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centre an foyer CF = 1 , l'ordonnée = b' tang p , on aura l’abscisse Fi *- 
%/(* — c*sin*<p), d’où résulte \/{dx'+ <//*) = 

Mais en différentiant ia quantité A tang <p , on a 

d ( A tang p) = — ^ + Ldp. 

Donc si on appelle T l'arc d’hyperbole AM qui répond à l'amplitude 
P , ou dont l’ordonnée extrême PM = b * tang p , on aura 

T = A tang p — fàdp -f- b' : 

et l’on peut remarquer que la partie algébrique A tang p n'est 
autre chose que la tangente AIZ terminée par la perpendiculaire CZ. 
abaissée du centre sur cette tangente. 

La fonction T est comprise dans la formule H, puisqu'elle s’en 
déduit en faisant A = b‘, B = — A‘c*, n = — 1 ; si on prend cette 
fonction pour la seconde espèce des transcendantes contenues dans 

la formule II , l’intégrale Ç— pourra s’exprimer par les arcs E 
et T au moyen de l’équation 

h ‘f^Ê == E + T — A tang p. 

Enfin, comme on peut mettre H sous la forme 

H = A' fë+V/Mf + C f * — - ; 

J a 1 J T 1 J ( i nsin*p)A ' 



il ne restera plus à considérer qu’une troisième espèce de transcen- 
dantes , représentée par la formule 



n = f- ^ . 

J ( 1 + n »in*# ) A 



Telle serait donc la division des fonctions elliptiques en trois 
espèces, si l’on admettait les arcs E et T comme constituant les 
deux premières espèces, et c’est en effet la première idée qui se 
présente dans ce genre de recherches. 

(« 4 )- Mais, par un examen plus approfondi des propriétés de ces 

3 
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fonctions , on trouve que la fonction F —J'~ doit être préférée 
à l’arc d’hyperbole T, pour en faire l’une des trois espèces de 
fonctions elliptiques , et que même celte fonction j'-~ doit être 

conside'rc'e comme plus simple que l’arc d’ellipse f&dip. 

En effet , on prouvera ci-après que la fonction F peut s’exprimer 
par deux arcs d’ellipse; mais l’inverse n’a pas lieu, et un arc 
d’ellipse ne peut pas s’exprimer par deux fonctions telles que F , 
ce qui indique déjà que la fonction E est d’une nature plus com- 
posée que la fonction F. Mais cette conséquence se manifeste plus 
clairement encore par l’examen des propriétés respectives de ces 
fonctions. 

La propriété la plus remarquable des fonctions F , est qu’on peut 
déterminer par des opérations purement algébriques , une fonction 
égale à la somme ou à la différence de deux autres fonctions; d’où il 
suit qu’on peut déterminer algébriquement une fonction multiple , 
sous-nmltiple ou en général qui soit dans un rapport rationnel avec une 
fonction donnée; propriété que les fonctions F partagent avec les 
arcs de cercle et les logarithmes , et qui a lieu quand même ces 
fonctions , considérées comme des intégrales ou des arcs de courbe , 
n’auraient pas l’origine commune <p = o, et commenceraient à des 
points quelconques. 

Les arcs d’ellipse et les arcs d’hyperbole sont de toutes les autres 
transcendantes, celles qui approchent le plus de jouir de la même 
propriété, mais elles n’en jouissent pas d’une manière absolue. 
Ainsi deux arcs étant donnés snr l’une de ces courbes , à compter 
du même point où 9 = 0, on peut trouver algébriquement, non 
pas un arc égal à leur somme , mais un arc égal à cette somme, plus 
ou moins une quantité algébrique, ce qui'pronve que les arcs T 
et E sont d’uuc nature plus composée que les fonctions F. On 
doit donc regarder ces dernières comme tenant le premier rang après 
les arcs de cercle et les logarithmes (•). 



(’) Ces fonctions réunissent un si grand nombre de propriétés , que quand elles 
seront plus généralement connues , on jugera sans doute nécessaire de leur imposer 

un nom particulier , et de désigner la fonction de c et $ égale à f~£ % comme on 



\ 
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Enfin un motif qui suffirait seul pour foire préférer les fonctions 
F aux fonctions T dans le classement des fonctions elliptiques , 
c’est qu’on ne peut supposer p > j -K dans la fonction T , tandis 
qu'on peut supposer <p d'une grandeur quelconque dans les fonctions 
F et E qui , en général , croissent presque proportionnellement à 
l’angle p. Or les applications du calcul intégral , principalement 
celles qui concernent la mécanique , donnent souvent lieu d'attri- 
buer à la variable principale <p des valeurs quelconques, compo- 
sées, si l’on veut, de plusieurs circonférences. L’emploi des fonc- 
tions T ferait donc naître des embarras on même des erreurs , ce qui- 
n’est jamais à craindre dans celui des fonctions F. 

(i 5 ). Cela posé, les fonctions ou transcendantes elliptiques com- 
prises dans la fonuule II , seront divisées en trois espèces : 

La première , et la plus simple est représentée par la formule 

La seconde est l’arc d’ellipse, compté depuis le petit axe et dont 
l’expression est E — /A dç ; 

Enfin la troisième espèce est représentée par la formule 

n = f - — ; — ^ ■ : elle contient , outre le module c commun aux 

J (l + n A ' 

deux autres especes , un paramètre n qui peut être à volonté positif 
ou négatif, réel ou imaginaire. 

On pourrait croire que le cas où n est imaginaire , diffère essen- 
tiellement du cas où a est réel , et qu’il exige la formation d’une 
quatrième espece de fonctions elliptiques*, mais par des réductions 
et des transformations que nous exposerons ci-après , on verra que 
cette quatrième espèce est inutile à considérer , et qu’on peut ainsi 
restreindre la troisième espèce aux seuls cas où n est réel. Nous 
regarderons seulement comme conditions nécessaires et communes 



désigne l'arc dont le sinus est x, ou le nombre dont U logarithme est_y. Il semble 
qu’on caractériserait assez bien la fonction F en lui donnant le nom de Nama , 
parce que cette fonction a la propriété de régler tout ce qui concerne la com- 
paraison des fonctions elliptiques. Peut-être conviendrait-il en même temps de 
donner les noms à'Epinome et de Poranome aux fonctions E et (I qui constituent* 
les deux autres espèces. 
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aux trois especes de fonctions, que l’amplitude tp et le module c 
soient re’els , et qu'eu même temps c soit plus petit que l’unité. 

Comparaison des fonctions elliptiques de la première espèce. 

(i C). Tous les Géomètres connaissent l’intégrale algébrique com- 
plète qu 'Euler a donnée de l’équation différentielle 

d c , dy 



V(* ^ y(*4- Çy •+• yy'+ iy‘-\r y‘) 



= O. 



D'après les réductions indiquées dans l'article 6, cette équation peut, 
sans perdre de sa généralité , être mise sous la forme 



r/ip 



+ 



</ 4 o 



V / (i — c*»in*f) 1 l/(i — t*ain*4)" 

et alors son intégrale est F (tp) +F (4) =F (n) , p «tant une cons- 
tante arbitraire. Mais la même intégrale trouvée par la méthode 
d’Euler , s'exprime ainsi : 

cos p cos 4 — sin $ sin 4 V^( 1 — e‘ sin'/s) = cos p. . . .(a') , 

et voici comment on peut vérifier ce résultat à posteriori. 

J’observe d’abord que l'équation (a') peut être mise sous l’uue ou 
l’autre des deux formes suivantes ; 

cos p cos tf -f- sin p sin p A (4) — cos 4 1 ,,,, 

cos p cos 4 4* sin A si<>4 A (p) = cos p J ' ’ ’ ^ ’ 

car ces équations dégagées chacune du radical qu'elles contiennent , 
conduisent au même résultat que l’équation ( d ) dégagée de son 
radical. 

Cela posé , si on difiïrentic l’équation (d) après avoir divisé 
chaque membre par sin <p sin 4 > afin de faire disparaître le radical , 
on aura 

■4^ (cos 4 COS pCOS <p ) + (cos <p COS P COS 4 ) = O. 

Substituant dans celle-ci les valeurs de cos 4 — cos p. cos <p et 
cos <p — cos p cos 4 » données par les équations (b r ) , on aura 

J*. _J_ AA - o 
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De là on Toit que l’équation transcendante F (ip) -f- F (4) = F (u) 
est satisfaite , soit par l’équation algébrique (a') , soit par l’une des 
équations ( b "); car ces trois équations peuvent être employées in- 
distinctement l’une pour l’autre. 

Si on avait c = o , la fonction F (p) se réduirait à l’arc p , et alors 
ayant p -J- 4 =/* j on en conclurait 

COS p cos 4 — sin ^ sin 4= cos fi 
cos n cos p -J- sin pt sin p = cos 4 
cos n cos 4 + sin sin 4 = cos p. 

C’est en effet ce que donnent les équations (a') et (b') dans le cas de 
c=o, qui réduit à l'unité les radicaux A (ai), A(p), A(4). 

( 17 ). C’est ici le lieu de faire observer , d'après Lagrange ('), que 
si l’on construit un triangle sphérique dont les côtés AU , AC , Î3C Fij. 3 . 
soient respectivement égaux aux amplitudes px , p , 4 , alors les 
angles opposés C , B , A , seront tels qu'on aura 



^/(i — c*sin*Ai) 



_ _ f, COJ fl — COJ f coj 4 

COS L : : , •— • 

sm p sin 4 

C 05 © — cos u cos J. ,, . • . * 

cos B = — — ï = i/(i — c* sin*©) 

>m fi s»n 4 ' ' 

, cos 4 — cos ¥ coj p ,, . • . 1 \ 

cos A = — — - = t/( I — c‘sin’4) ; 

sio fi »in p r ' T/ ' 

d'où l’on déduit 



sin’C= c’sin 1 /*, sin‘B= c*sin*p , sin* A = c*sin*4, 

sin C sin B sin A 

jin fi sin p sin 4' 

Ces équations s’accordent avec les propriétés connues des triangles 
sphériques; elles prouvent en même temps que dans tout triangle 
sphérique formé par trois côtés p , 4 > « , qui satisfont à l’équation 
transcendante F (p) -f-F (4) = F (pu) , le rapport du sinus de chaque 



C) Théorie dti Fond, analyt. , pag. 85. 



Digitized by Google 




3a PREMIÈRE PARTIE, 

angle an sinus du côté opposé , sera égal au module ( 1 ). On voit 
de plus que dans le triangle ABC , les deux angles A et fi sont tou- 
jours aigus , et l'angle C toujours obtus. 

Si on fait ensuite F(«)+F (fl) = F(r), il faudra observer que dans 
le nouveau triangle sphérique qui aura pour côtés ft, 6, », l’angle 
opposé au côté devra être aigu et avoir le même sinus que 
l’angle opposé au côté fi dans le premier triangle , pour que son 
rapport avec sin ft soit égal à c dans les deux triangles; ainsi il 
faudra que l'angle opposé au côté f*. dans le second triangle, soit 
supplément de l’angle opposé au côté /c dans le premier ; d'où naît 
cette construction. 

Prolongez le côté AC vers E , faites CD = 9; du point D et d'un 
j. 3. intervalle DE = M > décrivez un arc qui rencontrera CE en E , et 
déterminera le second triangle CDE , dans lequel on aura CE = t 
et le côté r satisfera à l’équation F ( i> ) = F (p) -f- F (4) -f- F( 0). 

Cette construction peut être continuée aussi loin que les limites 
des côtés des triangles sphériques peuvent le permettre , c’est-à-dire 
tant que le grand côté n’est pas plus grand qu’uue demi-circonfé- 
rence. Et il est évident qu’on pourrait se servir de la même construc- 
tion pour trouver successivement les angles p, , p 3 , p 4 , etc. , tels 
qu’on eût F (p.) = aF (p) , F (p 3 ) = 3F (p), etc. , ce qui servirait à 
la multiplication de la fonction F. Mais , nous le répétons , ces 
constructions ne peuvent s’étendre que jusqu’aux limites des triangles 
sphériques , tandis que l'analyse ne connaît aucune borne. 

II est bon de remarquer que la considération du triangle sphé- 
rique ABC offre un moyen fort simple de vérifier l’intégrale Ça). 
En effet si en regardant n et C comme constans , on fait varier 
infiniment peu les côtés p et 4 s on aura A* = Gb, ou — dp cos A 
= d4 cos B ; mais on a trouvé cos A =s A (4) et cos B= A (p) ; donc 

Jî^ + jLL- ~o. 

Ainsi une application fort simple de la trigonométrie sphérique 



(') û'n autre triangle sphérique formé par les trois angles ÿ , 4 > 180’ — /s 
et par les trois côté* B , A, 180* — C, satisferait également à l'équation 
F(P) + F( 4 ) = FO*)’ Mais le rapport qui était c dans la premier triangle, de- 
viendrait- dans celui-ci. 
c 
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aurait suffi pour trouver l'intégrale algébrique complète de l'équa- 



tion transcendante 



dp 



«4 



a Cf) ' A (4) 



= O. 



( 18 ). Etant données deux fonctions elliptiques de première espece 
F ($) , F (4) > si on veut trouver une troisième fonction F (m) égale 
à leur somme, il faut déterminer fi par l'équation (a) , ce qui don- 
nera les formules 



* 

«in fi = 
cos fl = 

A 00 = 
t*n g H = 



*in $ cos 4 A (4) *4- s ifl 4 00 - 9 & ( ?) 
1 — t^siu^iin^ 

cos ç co a 4 — âin $ &in 4 A (♦) A (4) 
i — c* «in *0 «n *4 

A ( 0 ) A (4) — c*sin £ .-in 4 cos ç cos 4 

1 — * c a ii > n , fsin > 4 

tang p A {4) + tang 4 A (?) 

1 — tang p tang 4 A (?) A (4)' 



D’après celte dernière formule , si on prenait deux angles auxiliaires 
<p', 4 ', tel* que 

tang <p'= tang<pA(4) et tan s4 ,== ,an s4 A (?)> 



il en résulterait 

M = <P' + 4> 



ce qui est un moyeu de calculer aisément l'angle fi par les tables 
des sinus. 

Si l’on fait n = , c’est-à-dire, si l’on a F (p) + F (4)=F', les 

deux fonctions F($), F(4) seront en quelque sorte complémens 
l'onc de l’autre , puisque lcnr somme est égale à la fonction complète 
F 1 ; alors on aura immédiatement par l’équation (a), 

b tang ç tang 4 = > : 



c’est la relation nécessaire entre les angles <p et 4 » pour qu’on ait 
F (p) F Q4) = F (j ir ) =F’. On en déduit pour l’expression 
de 4 en p , 



sin 4 — 



COlf 

A(*)’ 



COS 4 — 



t «O f 
A(f) 



9 



A(4) 



b 

A(f)’ 



( 19 ). Etant données deux fonctions F (<p), F (4)> *• ° n veut con- 
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naîlre une troisième fonction F (p.) qui soit égalé à leur différence , 

cnsorte qu’on ail 

F«— F(4) = F(m), 

la solution de ce problème se déduira aisément de celle du problème 
précédent, et on aura pour résultat les formules 

sinÿcn*4A (4) — *in4cos*A(e) 

t — c’sin'ÿ sin‘4 • 

coi « co» 4 ■+■ *>“ 9 *i n 4 A 0(4) 

1 — c‘sin*s sin‘4 - ' 

a (») o (4) + c* si» t »n 4 cni Q cos 4 

1 — c L sin‘f sin‘4 
tans » A (4) — taog 4 0 ( S ) 

I -f- tang f tin g 4 a (?) A (4)' 

Si dans cette dernière formule ou fait tang p'= tang pA(4), et 
tang oj.' = tang (p) , on aura pi = p' — 

Ces formules pour la différence se déduiraient des formules pour 
la somme, en changeant simplement dans celles-ci le signe de 4, et 
conservant A (4) positive. Il est inutile d’ailleurs de faire observer 
l’analogie qui règne entre les valeurs de sin yti, cos pi , et celles de 
sin (p ± 4 ), cos (®:fc 4)> ç H es coïncideraient entièrement si l’on 
avait c= o. 

( 20 ). Puisqu'on connaît algébriquement l’amplitude de la fonction 
égale à la somme ou à la différence de deux fonctions données , 
il est clair qu'on peut trouver algébriquement une fonction multiple 
d’une fonction donnée, et qu’en général on peut résoudre sur la 
multiplication et la division des fonctions elliptiques de la pre- 
mière espece , les memes problèmes qu’on résout sur la multipli- 
cation et la division des arcs de cercle. Désignons par p m l’amplitude 
de la fonction qui contient ;i fois la fonction dont l’amplitude est p , 
ensorte qu’on ait F ($>„)= «F (p); il s'agirait d’avoir l’expression gé- 
nérale de sin et cos p, , par le moyen de sin et cos p. 

Les cas extrêmes n’ont aucune difficulté. Si on a cso, alors 
p, = np , et l’expression de sin p. , ainsi que celle de cosp,, se 
déduisent de la formule connue 

cos <p.+ y/— - 1 .sin p,:=(cos p+j/— isin^)\ 

Si 



sin yu. = 
cos fi — 
A(» = 
tang/*= 
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Si on a c= i , alors la fonclion F ($) devient J' , de sorte qu’on a 

F (p) = j log , el ta formule pour la multiplication des 

fonctions est 

1 4- »in 9, _ / I + «in ÿ \* 

I — sin ç, \i — sin f/ 

La difficulté' est de trouver l’expression générale de sin p , , lors- 
que c a une valeur quelconque entre o et i. 



(ai). Considérons d’abord le cas le plus simple, qui est celui de 
la duplication ; il suffira de faire = P dans les formules de l’ar- 
ticle 18 , ce qui donnera 



sm p. 



a sin f cm f A fa) 

i — c*sinfa 



î — a sin*e 4 - eHinfa 

COS i p, = V-r- 1 

i— -csmfa 



i — ar'sin"p-f- cVm 4 * 
I — c*»infa 
tang jp.= tang <pA(<p). 






I.a dernière de ces formules se déduirait immédiatement de la con- 
sidération du triangle sphérique ABC qui , étant isoscèle dans le cas Fig 
dont il s'agit, donne tang £ BA = cos B tang BC = tang p A(p). 

Ainsi en prenant l’auxiliaire B, telle que sin B = csin p, on aura 
p, par l’équation tang - p, = cos B tang p ; on trouvera semblable- 
ment <p 4 au moyen de p. , p, au moyen de p 4 , etc., de sorte que la 
fonction F sera multipliée par a', 4 , 8 , 16, etc. 

Réciproquement, étant donné ,p, , on trouvera p par l'équation 

• * «in ï 

sm p i/Ei-l*ï a fa»)] ’ 

ou bieh , appelant par analogie p, l’amplitude de la fonction qui est 
Ç fHi 7 

égale à la moitié de F (p), on aura 



sin<Pi = 



sin ; a 



✓(i + t*)' 



Si l’on fait c sin p = sin C, ce qui donne A s= cos G , on aura plus 

4 




3 G 

simplement 
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sin p, = 



»in if 



et on satisfera ainsi à l’équation F (<p , ) = jF ( 0 ). 

ï 

On trouvera semblablement les amplitudes <p, , <p t , etc., par 

lesquelles la bisection de la fonction F (p) peut être continuée in- 
définiment. 



(22). Venons à la multiplication par un nombre quelconque. Pour 
cela, considérons trois amplitudes consécutives p„_, , p. , , qui, 

suivant l’indication, répondent aux fonctions multiples (n — i)F, 
«F, (n-f-i)F. I, es formules pour la somme et la différence de deux 
fonctions , s'appliqueront aux équations F (p„ +1 ) = F (<p.) ~j~ F (p) , 
F ( p_, ) = F (p, ) — F (?) , et il en résultera 



sin p.+.-J- sin p.~, 
cos p.+.-f-cosp,,.., 



ad cota sin 

I — «in*r« 

a cos g awt 0. 

1 — c*«iup»ia*?,’ 



Ces formules où A et <p restent constamment les mêmes , tandis 
que n varie , paraissent aussi commodes qu’il est possible pour 
en tirer les valeurs successives de sin <p, , sin p J} cos <p,, cos p )} etc. 

Soit , pour abréger , 2 A cos <p =p , 1 — c*sin 4 p = q , c*siu 4 p = r , 
on trouvera pour la suite des sinus , 



. D . 

sic <p a = - sia 0 



• - — Q* • 

sin 0 3 ss —sin o 

9 —n> r 
(■ + Op*— »9* 



sin p 4 = — 



rp* 



pq sin p 



rn — 9*- 3p'9H- (‘ 4- ar)p*(t’— . 

* <f—irjttp+ r(r-f a) p*q‘— rp ^ 
etc. , 



et pour celle des cosinus , on a , en faisant de plus s = 1 — a sin’p-f-r 
= 2 cos*p — q , 
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a 7 



i — a »in*e+r 

COS ®, — : 

r <7 



COS p, 

cos 
cos 



asg — q' + pr 



cos p 



_ g * — ag'pVlp*» -4- ip 1 
q*—rp~ 



m — Z ' »*> (7* — |, P*) (a*7 ~ g'+T’O N ... 

V7‘ — 3rpy+ (f*+ ar) p'q'—rp * / C ^ 



etc. 



Mais ces expressions étant entièrement développées, deviennent fort 
prolixes, et leur loi est très-difficile à apercevoir. 

Lorsqu'il s’agira de calculer trigonométriquement p, par le moyen 
de p , on y parviendra aisément de cette manière. Les deux formules 
générales étant divisées l'une par l'autre donneront 



■a -f tin 
CO* cos ?»_, 



A tang?.. 



ce qui se réduit à cette formule très-simple , 



** n g C ï + ïl>-.) = û Ung p, ; 

d'où l’on tire successivement 



‘“"g i <P. = A tang p 

fcng ( t <Pt 4- i <P ) = A tang p, 

*ang (ï <P t + ï Ç.) = A tang p, 

. etc. 

On connaîtra ainsi successivement par un calcul fort simple , les 
valeurs de p , , etc. On pourrait aussi procéder par de plus 
grands intervalles pour arriver plus tôt à un terme éloigné ; car on a 
semblablement 

tang ( ï <P.+< 4- i <P.-i) = Ai tang p. , 

Ai étant le A qui répond à l’amplitude pi. 

(a3). La division d'une fonction elliptique donnée de première 
espèce en un certain nombre de parties égales , est un problème 
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algébrique qu'on résoudra par le développement des formules qui 
servent à la mulliplicatiou. On a déjà vu les formules pour diviser 
par a ou par une puissance de a. Supposons qu'on veuille diviser en 
trois parties égales la fonction F ; on appellera p, l'amplitude de la 
fonction donnée, et p celle de la fonction qui en est le tiers. Fai- 
sant donc sin fP, = a et sin p — x , on aura pour déterminer x , 
l'équation 

_ 3-r — 4 ( i +c*).c’4- Sr*.!- 5 — ■ c*x> 
a 1 — f>C*X*+4c*(l -fc 1 )'* 4 Sc'j.-'’ 

équation qui est du neuvième degré. Elle serait du degré vingt-cin- 
quième pour la quintisection , et ainsi de suite. 

Les équations sont moins élevées de moitié lorsqu’il s’agit de di- 
viser la fonction complète F' en un nombre impair de parties ; il en 
est à cet égard de la division des fonctions F, comme de celle des 
arcs de cercle ; tandis que la division d’un arc quelconque en n 
parties égales , exige la résolution d'une équation du n ml degré , 
celle du quart de circonférence n’exige que la résolution d'une équa- 
tion du degré ” ■ 

Supposons en général p,— ; K , afin qu’on ait F (p) = F', on 

aura donc aussi F (ip._<)-f-F(<p,) = «F (p)=F* ; ce qui donne U 
formule tang ( p._, ) = j cot p, , d'où l’on déduit 

tang <p._, = i cot p 
tang p._. = £ cot i p, 

tang <?.-t * g cot p, 
etc. 

Mais à cause de p, = î if , on a 

tang (j *+ ï <P_ .) = A tang <p_, = cot p 
tang ; <p_j) = A tang (p._, 

etc. 

De là résultent des formules assez simples pour déterminer p,~, , 
P etc. ; développant celles qui donnent p, , p 3 , etc., on aura 
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par la rencontre de ces deux suites , l’équation qui doit détermi- 
ner p , et le calcul sera moins compliqué que par le développe- 
ment de sin p, ou de cos p,. 

Lorsque «=5, on aura immédiatement tang(iir-f-i(p)=y cotp, 

ou b sin p s= A ( t — sin p). Soit sin p=z x , et l’équation pour dé- 
terminer x sera 

o = i — ax -f- a c*x* — c'x 4 : 



c’est l'équation qui donne la trisection de la fonction F 1 , et on voit 
que son degré = q - ^~ — ■ 

Lorsque n = 5 , il faudra éliminer p, des deux équations 

taDg (x-!r + î?>i) = y cotip 
tang (ï?*> + iî ( P) = A tang p, , 

et ensuite mettre au lieu de tang p, sa valeur — a A *'” * rr "/ , ; on 

° i — a >ta'f -f- c*uo 4 f ’ 

obtiendra ainsi , en faisant sin p = x. 



» + x 
bx 






c'x‘) = 



I -4- ax — ae'x’ — c’x* 
i — ix+a c’x 1 — c’x 1 ' 



équation pour la quinlisection de la fonction F 1 , laquelle étant entiè- 
rement développée, montera au degré ia = ^HIi. 



(a4). Revenons à l’équation de la trisection ; elle offre dans sa 
résolution quelques particularités qui méritent d’être remarquées. 
Soit d’abord x j, celte équation deviendra 

— îj*4- (?— »)/— ^r=°- 

Supposons que le premier membre soit le produit des deux facteurs 
J , ‘~~ m PX~hÇy/‘-\~PX — r, on aura pour déterminer p, q, r, les 
équations q — r — p ’ — f , qr — rg,p(q+r)=~ — I. Des deux 
premières on tire (q-+-r)‘=:p*— et cette valeur étant 
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substituée dans la troisième , il en 
ou (p ‘ — i y =~. Soit donc 



résulte />* — 3^4-5/»*=^*- — tÿ. 




et on aura p' — 1 = A, oup = \/( i 4- A ) ; d’où résulte 

7 = iA-i + iv / (A*-A+i) 



Ainsi les quatre valeurs de y seront 

y= ï »/( »+*) =*= ï a /( i— A+A*)] 

^ = — i ✓(«+*) ± i l/[a-*4-a /(.-*+*•)]. 

Les deux premières sont imaginaires , et des deux autres, U n’y a 
que la racine positive qui convienne à la question , ainsi on aura 
J 4- t, ou 

sin <p = i — i y/(i + k) + i V\?~ A+ av/(t — A 4-A*)] ; 

de sorte que cette valeur pourra se construire géométriquement, 
lorsque A sera donné. Or, quel que soit k, on a 



, a 

~ r+vô+Vÿ 

valeur qui est toujours comprise entre les limites i et o. 

Soit k=s i , on aura c* = a (^/a — i) et 

sinp=i-ij/a+iv/3. 

Soit k = a , on aura e*= j = i* et 

sin?=j — i v'S + v'ÏWS) 

cos’p = ( i — 1/3 )p'(ïV / 5)=v/(2 ^3 — 3). 

Voilà deux cas dans lesquels la trisection de la fonction F 1 se fait 
par de simples extractions de racines carrées. 

Les applications que nous aurons occasion de faire par la suite , 
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exigent que nous considérions encore le cas de c= j y/(a-f- y/ 3 )=cos ~ , 
et celui de c y/ ( a — ^5) = siu 

Soit d’abord c = { y/ (a + p/S) , on aura A 5 = 4L — — -L . 

donc A = ~ y/ a ; d’après cette valeur on trouvera 
sin p = y/5 — 1 . 

Mais comme les réductions pour parvenir à ce résultat seraient 
fort pénibles , il est plus simple de revenir à l'cquation primitive 

0=1 — ir-f ( aA '’ — x 4 ), 

et on vérifiera facilement que cette équation est satisfaite en fai- 
sant x= y/5 — 1 ; alors on a sin*^ = 4 — a v/3, cos‘p=ay/5 — 3, 

ettang^ = -^j, ou tang? = C’est k* va leur de p qui 

donne F (tp) = j F 1 , lorsque c = cos 

Soit maintenant c= j y/(a — /SJ.onaura encore A 1 = ~ , et 

A = ^^=(4+^3)^- 

La substitution de cette valeur dans la formule générale, fera 
connaître sin P; mais pour parvenir au résultat le plus simple, 
voici la route qu’il faut tenir. 

Je reprends l’équation générale 0=1 — ax + c* (xr 3 — x 4 ) ; je 
fais x*=s 1 — y , ce qui revient à supposer y = cos‘<p , la transfor- 
mée sera 

o = c 4 y* + 6A*cy* + 4A* (A* — c% ')y ~ 3 b 4 . 

Soit y = -s , on aura de nouveau 

o = z« + 6 z*+(^ — y)s — 5. 

Dans le cas présent, on a * — j = —]£— = 4 (A*-— c*) = aj/3; de 
sorte que l’équation devient 

o =5 ï<-J-6a*-f-8t/3.z — 5. 
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Cette équation étant divise'e par z -f- ÿb, làcteur inutile pour notre 
objet , le quotient est 

o=s*— s*j/3+9= — j/3. 

Soit enfin z et la transformc'e sera 

o = *>* -f- + a , 



d’où l'on tire v = y/a — fa, Soit fa=m,cl on aura v = ( m'—m ; 

. m" — am-f-i 
) Z = =— i- —COS'P ; 



^ncz=’^±l,j-=^( 3+v/ 5) , — 
donc enûu cos <p : 



ai/3—5 






pression la plussiinple par laquelle on peut déterminer P pour satisfaire 
à 1 équation F (p) = j F 1 , dans le cas de c=| \/(a — ^/3)=sin— • 

Pour effectuer entièrement la trisection de la fonction F*, il 
faut encore avoir la valeur de p, qui donne F (ip,)= § F 1 : or est 
facile à déduire de p , soit par les formules de la duplication, soit 
par les formules particulières 

tang P. — c -^ 
cos p, = i — sin p . 



La première résulte de l'équation b tang p tang 4. = 1 qui a lieu 
(art. 18) lorsque F (p)-f-F(>J,) = F* ; la seconde résulte delà combi- 
naison des équations tang ?.= , tangj<p,=A(ip)tangip= 

et b sin p =A (1 — sin p).La formule cos p,= 1 — sin p est d’autant 
plus remarquable qu’elle ne contient point le module c , et 
qu’ainsi elle a lieu quel que soit le module. On aura donc aussi 

rationnellement sin P, = (t— sin cp). 

La valeur de sin p t peut être déterminée directement par la trisec- 
tion de la fonction F(«), car il est évident qu’onaF(<p,)=iF'=jF(T). 
Soit donc sin p,=jr , et en faisant dans la formule de la triplication 
(art. a3 ) a = sin ir = o , on aura pour déterminer j , l’équation 

o=3 — 4(i+c*)^*-f- t*j l , 

qui n’a que la difficulté du quatrième degré. 

(a5). 
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(î 5 ). Occupons-nous maintenant de l'équation pour la quintisec- 
tion, qiue'tant entièrement développée, devient 

0 — t — 4 * r * + 5 c*x* 4 - 4 ^‘c‘vC* — S^x’-f- 4 c*x'*— c'x" 

— xr [ 1 — 5c'x'4-(Gc*+4c‘) x 4 — ( 4 cM-ôc 4 ) x* + W-*»].; 

Pour donner au moins quelques exemples particuliers de la réso- 
lution de celle équation , on pourrait attribuer une valeur à x ( en 
ayant soin qu elle fût plus grande que la racine de l'équation 
°— t ^ — 4 X ‘) ; et d'après la valeur supposée de x , on voit que 

c se déterminerait par une équation du troisième degré. 

Mais la recherche des cas particuliers de solution , est une question 
d analyse indéterminée qu’on peut résoudre plus facilement de la 
manière suivante. 

Soit /> = 1 — c'x 4 , /f=z xx (1 — c'x ') , et l'équation de l'article aS 
sera 

P + <7 __ ( ■ 4- ■*) V(. ■ — c'-r*) 

p — q bx 

Élevant chaque membre au quarré , et retranchant de part et d'autre 
l’unité, on aura 

4pi P 4-<? 

(P — <?)' *'■**' 

Soit p — ma , cette équation donnera ô'x * = ('" + O C 1 " 0 

' ’ 

soit donc encore 

n — t 1 " 4-i)(m— 1 )' 

0//i * 



et on aura , en remettant la valeur de q , b'x =zn( 1 — c'x*), ce qui 
donne 

jt— nx*’ 

Mais de l'équation p = mq , ou i — c'x 4 = a/nx ( 1 — c'x*) , on tire 



a/n r — 
amjr 1 — x*' 



Égalant ces deux valeurs de c*, il viendra 0=1— (am4-n)x4-x*. 

De là se déduit une solution générale fort simple du problème que 
nous nous sommes proposé. Ayant pris pour m une valeur quelconque 

5 
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comprise entre 1 et — = 1.618 (car ces valeurs repondent aux 

limites c = i et c = o),on en déduit — — : ensuite 

' ' a m ’ 



i = /B+i«- /[(« + > )*—>]» 

, i— n(m + ^n) — n y/[(m -<->)■— 1] 

1 — n(m + in)’ + n PtOMT»)*— 0 ‘ 



3 5 « 

Soit , par exemple , m = - , on aura n = ^ , de là 



> _ 77— 5 v/i 45 

* 4 § 

.. 76 7 — a 5 y/ 145 

767 + 35^145’ 

D'après cette valeur du module c et celle de x = sin ?» , on satisfera 
à l’équation F (p) =}F' j ensuite il sera facile d’avoir les valeur» 
de <p. , <p 4 , par lesquelles on achèvera de diviser en cinq parties 

égales la fonction complète F'. 



(a 6 ). Nous avons fait voir comment on trouve la relation entre 
p, et p, pour que F (p„)=nF(p) ,n étant un nombre entier. S'il fal- 
lait trouver la relation entre p et 4 pour que F (4) = ™ F (p) , m et n 

étant des entiers, on prendrait un angle auxiliaire et , tel qu’on eût 
à la fois nF (4) = F (&>) et mF (P) = F (et). La première condition 
donnerait une équation algébrique entre les sinus des angles 4 et et, 
la seconde en donnerait une entre ceux des angles p et et ; d’où 
éliminant et , on aura la relation cherchée entre p et 4- 

En général on voit qu'il sera toujours possible de satisfaire par 
une équation algébrique à l'équation transcendante 

O s= mF (p) + nF (4) -+- pF (et) + etc. , 

les cocfficiens rn , n , p , etc. étant des nombres entiers à volonté, 
qui n’aient pas tous le même signe. C'est une conséquence toute 
simple de ce que l’équation transcendante F (p) -+ F (4) = F (p.) 
est représentée par uue équation algébrique. 

(27). De là il résulte qu’on peut toujours trouver l’intégrale algé- 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 
brique complète de l'équation différentielle 

mtfp . nrf*J, 

y (i — c*$in‘p) ^ (1 — c*iin'4) ° ’ 



m et n étant des nombres entiers ; car l'intégrale est d'abord 
»iF (p) =fc «F (4) = const. Et si on suppose que lorsque 4 = 0 , on 
ait p = pi, la constante sera /«F (/a), et on aura l'iutégrale 

»/F (p) =1= «F (4) = «F ( pi). 



Soit » une auxiliaire telle que F ( pi) = F (p) dtz F (») , on aura 
en même temps mF (») e=bF (4) S si on exprime ensuite ces deux 
équations en termes algébriques , et qu’on élimine », on aura l'in- 
tégrale algébrique cherchée dans laquelle pi sera la constante ar- 
bitraire. 

En général,’ si on avait l’équation suivante, dans laquelle ni, 
n , p , etc. sont des entiers positifs ou négatifs , 

mdp ! ndj , pd» , 

° y ( 1 — c'sm'e) ' y'fi — c*«in*4) y(i— c’iin**)”' - ® C ' > 

l'intégrale complète sera F (pi) = m¥ (p) -f- «F (4) + pF (a)-f-etc. ; 
pi étant la constante arbitraire , et celte intégrale pourra toujours 
être représentée par une équation algébrique , quel que soit le 
nombre des termes , pourvu qu’il ne soit pas infini. 

Si on désigne par R (je) le radical \/ ( a-f- Sx-)- j-x'-J-ébr'+rx 4 ) , 
et par R (y) , R (i), etc. des radicaux semblables en y, z , etc. ; si 
de plus m , n ,p, etc. désignent des nombres entiers positifs ou 
négatifs , il est clair que l'équation 



mdx 



■®+Ô+~. 



ponrra toujours être réduite à la forme précédente , et qu’ainsi elle 
aura toujours une intégrale algébrique complète. 

Rien n'empêcherait de supposer que s et les variables suivantes 
fussent des fonctions algébriques données de x et / , alors l’équation 
précédente ne renfermerait que deux variables , et malgré l'iufiuité 
de formes dont elle est susceptible , elle admettrait toujours une 
intégrale algébrique complète. C’est peut-être la seule manière de 
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généraliser le résultat d'Euler, concernant l'équation 
Lagrange s’est propose de trouver des cas d'intcgrabiiité de l'équation 
Jl- — o , sans supposer que les deux polynômes X et Y 

sont entièrement semblables (') ; mais il ne paraît pas que les re- 
cherches de ce grand Géomètre l’aient conduit au-delà de l'équation 
d’Euler; car l’équation qu'il donne page 119, comme étant plus 
générale, s’y ramène immédiatement eu faisant v=ky , et donnant 
au coefficient k une valeur convenable. Ainsi il est très-douteux 
qu’avec deux termes seulement , l'équation d’Euler puisse être géné- 
ralisée ; mais avec un plus grand nombre , on voit qu’elle admet une 
grande extension. 



(28). Puisque les fonctions F peuvent être multipliées ou divisées 
à volonté , celte propriété fournit un moyen a sacs simple de les 
évaluer par approximation. D'abord nous supposerons que p ne 
surpasse pas j ir, car suivant l'article 12 , tous les cas se réduisent 
à celui-là. 

Cela posé, on déterminera <p. par l'article ai , de manière que 

... .. f 

T (p, )= 1 F (<p), et l’intégrale J afo* ) aura une étendue moindre 
. » 

que J'j'fâ j de près de moitié , si c n’est pas trop près de l’nnité. 



Par une seconde biseclion,on peut faire cnsortc que F (0,)=~F((p) , 

A 

et l’intégrale que représente F (p,) aura encore une étendue près 

4 

de deux fois moindre, ainsi de suite. Mais lorsque l'amplitude -f. 

de la formule qu’on considère est devenue très-petite, la fonction 

F (4) $e réduit sensiblement à l’arc 4. Donc quelle que soit la 

première valeur de p , la fonction correspondante F (ip) sera égale 

au dernier terme de la suite p , ap, ,/ t p, , 8 p, , etc. , et dans la plupart 

• 11 

des cas , on obtiendra cette limite par un calcul assez court. 



C) Mémoire; de Turin , tome IV. 
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EXEMPLE. 



Soit propose de trouver la valeur de F lorsque c = y/ 

= sin 7 5 * et lang<p = on trouvera par les formules de 

l’art, ai , ce qui suit 



<p = 47 * 3 ' 3 o* 91 

ç, = a5 56 5.64 

• 

= i3 6 3o.g8 

* 

9, = 6 55 4° >74 

$. = 3 18 8.75 

ÏT 

etc. 

Les deux dernières valeurs donnent 



S — 45 * o' 0*00 

S, = a4 4° ,0 -94 

£, = ia 39 i5.83 

£, = 6 aa 8.40 

1 

etc. 



8<p, = 5 a" 45 ' a5'-9a 
iG®, = 5 a 5 e ao .00 

TT 

Leur différence est 4' 54 *. 08; et comme par la nature de ces approxi- 
mations, un re'sultat doit approcher de la limite environ quatre fois 
plus que le precedent , nous ajouterons au dernier résultat le tiers 
de la différence 4 ' 54 '.o 8 , qui est i' 38 *.o 5 , et nous aurons ainsi 
pour la valeur de F, l’arc très-approché 

5 a" 5 i' 58 '.o 3 , 



qui en parties du rayon = J x 0.587401 3 = 0.9236878. 

Cette méthode pourrait devenir très-longue lorsque c est fort 
près de l'unité, et peu différent de 90" : nous en donnerons ci- 
après une plus expéditive. 



Application à la Lemniscate. 

(39). La Lemniscate est, comme on sait, une courbe du quatrième Fi» 4. 
ordre qui a pour équation (x"-f-.7' , ) , = 'T* (x* — J')- On suppose 
le demi-axe CA = a , l’abscisse CP = x, et l’ordonnée PM =/; 
si de plus on fait la corde CM = z , on aura en fonctions de z, 

x =l\/ >y — \\f (rr^ » doi * rc ' sullc rarc AM > 
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Ç — a'tlt 

S J ✓(“' — **)’ 



Soit encore z = a cos p, ctc* = ;, on aura 

JJ f dp _a_ - , . 

s VaJ y(i — y a * 

résultat auquel on serait parvenu directement en faisant 
x = aA cos ^ 

^ ^ sin p cos p. 

Avec ces valeurs où A est toujours pris positivement, suivant notre 
usage, on suit la courbe dans tout sou contour , de cette manière : 

Dans le premier quart AMC , les valeurs de p s’étendent depuis 
p = o jusqu’à p =£ir; dans le second quart CNB , elles s’étendent 
depuis p = ; t( jusqu'à p = -rr ; dans le troisième quart BN'C, depuis 
p= 7 T jusqu’à p =|ir, et enfin dans le quatrième CM'A , depuis 
p = |-jr jusqu'à p = asf. 

Cela pose, si l’on fait-^=i, on aura s=F(p); mais quelle 

que soit la ligne qu’on prend pour unité, on voit que les arcs de 
la Lcmniscate jouissent de toutes les propriétés des fonctions ellip- 
tiques de première espèce , c'cst-à-dirc , qu'ils peuvent être ajoutés , 
retranchés ou divisés algébriquement comme les arcs de cercle. 
Ainsi étant douné un arc quelconque MO, on peut, à compter 
d'un point donné II, déterminer algébriquement un autre arc III 
ou HL qui soit dans un rapport rationnel donné avec l’arc MO. Il 
suffit pour cela de déterminer p d'apres une équation de la forme 

F (S) — F (a) = =fc ~ [F(p) — F (y)] , à laquelle correspond toujours 
une équation algébrique. 

A plus forte raison peut-on diviser un arc donné MO en un cer- 
tain nombre de parties égales. Par exemple, s’il s’agit du quart 
de la courbe AMC, on déterminera son milieu R au moyen de l’équa- 
tion siu*p=j -^-7 = ^^7 > ou P 81- !* corde CK= ^cosp=t/(2v/ a — 2); 
si l’on veut déterminer l’arc AM égal au tiers de AOC , il faudra , 
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A 

d’après l'art. 34, faire cos <p = y/ (s 1/ 3 — 3), ou prendre la corde 
CM= i/[av/(av/3— 3)]. 

Les arcs de la Lemniscale représentent les fonctions elliptiques 
de la première espèce dans le cas où le module c== t/î = è. Il 
serait assez curieux de rechercher s’il y a quelque autre courbe 
algébrique dont les arcs représentent la fonction F pour une autre 
valeur de e ; mais cette recherche ne laisse pas d’être difficile. 

Elle ne présenterait aucune difficulté si on admettait les arcs de 
cercle et les logarithmes dans l’expression des coordonnées. En effet 

il s'agit de satisfaire à l’équation dx‘ -j- dj* — | > laquelle peut 
être mise sous celte forme 



, j.., df(cM , *+è , «n , *)(cos*4+*in»4) 

ax -t-aj — (! — t*,in'f*)‘ 

c'est ce qu’on obtient généralement par les valeurs 




dp (coa p cos X — b «in p si n 4 ) 
I — cSiu*^ 

dp (r os p «in «X 4~ b >in p cos f ) 
1 t *oia P 



dans lesquelles ou peut prendre à volonté sin 4 cn fonction de sin 
et cos <p. Pour nous borner à un cas particulier , soit 4=o > on aura 

dp co sp 
1 — c s *m*^ 
bdp «in p 
1 — (^sin* p * 

d'où l’on déduit cn intégrant 

x=z ±\ og (l±U^l) 

ac 0 \ 1 — c sm p / 

1 . /c cos f\ 

r — c arc tan § ( — 1 )• 




La courbe décrite d’après ces deux équations , sera donc telle 
qu’un arc quelconque s , compté depuis p = o, aura pour valeur 
F (p), et représentera généralement une fonction elliptique de pre- 
mière espèce , quel que soit son module. 




PREMIÈRE PARTIE. 
Application au mouvement du pendule simple .' 



4a 



(5o). Les fondions elliptiques de la première espèce reçoivent 
une application immédiate dans la détermination du mouvement du 
pendule simple. Soit i la gravité , L longueur du pendule , H la 
hauteur due à la vitesse dans le point le plus bas , 4 l'angle dont le 
pendule est écarté de la verticale au bout du temps t , on aura 



I 




Cette formule générale offre deux cas à considérer, selon que 

H • 

-p sera plus grand ou plus petit que l’uuilé. 



Dans le premier cas, il est clair que le corps tournera sans cesse 
dans le même sens , et aura dans ses révolutions successives les 
mêmes vitesses aux mêmes points de la circonférence. Soit 
aL 

■yr- = c*, et on aura 



t 



■Vi-f-, 






e’sio* i 4) " 



«VL.F(W); 



d'où résulte le temps d’une révolution entière 



T = acj/L.F’, 



Dans le second cas qui est proprement celui des oscillations, on 
H 

fera = c*, sin ÿ = c sin <p , et on aura 

donc le temps d’une demi-oscillation = y/L, F‘, et le temps de 
l’oscillation entière T = at/L.F’. 

Lorsque les oscillations sont infiniment petites , onaF'xajï, et 
T = ity/L , ce qui s’accorde avec les formules connues. 

Puisque le temps employé à parcourir un arc quelconque , à 
compter de la verticale, est représenté par une fonction elliptique 
de la première espèce, il s’ensuit qu’étant donné un arc parcouru 

dans 
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<Lms le temps / , on pourra trouver algébriquement un autre arc 
parcouru dans un temps multiple de t , ou en général commensu- 
rable avec t. On peut aussi trouver un arc tel , que le temps par 
cet arc , soit égal à la somme ou à la différence des temps par 
deux ou plusieurs arcs donnés, et cela, soit que ces arcs aboutissent 
à la verticale, soit qu'ils n’y aboutissent pas. 

Si on veut diviser en deux parties égales le temps de la demi-oscil- 



lation, il faudra , suivant les formules connues , faire sin* p — — Fig. s. 



ce qui donnera sin j 4 ==c sin ^ = j/(i — b). Donc si AB est l'arc 
de la demi-oscillation, et qu'après avoir divisé l’arc AB en deux 
également au point i , on prenne l’arc AO tel que la corde AO 
soit à la corde AI comme t/a est à i , le temps de la demi-oscilla- 
tion sera partagé en deux également au point O. 



Comparaison des Jonctions elliptiques de la seconde espèce. 



(5i). Supposons que les amplitudes ip, , fe soient telles qu’on ait 
F( <p) -f-F (4) — F (jti) = o , je dis qu'on aura en même temps 
E (p) -f- E (4) — E (/*) = P, P étant une quantité algébrique. En 
effet , si l’on différence celle équation , en regardant /a comme 
constante , on aura 

dP := d$ A (ÿ) -f- {Lj-A (4)* 

Mettant au lieu de A(®) et A (4), leurs valeurs tirées des équations 
(£') , il viendra 



JP = d* C °"- + ( 

T \ un 4 «in y / 1 T \ 



co» 4 — cos p c os 
6in p sin y 



)■ 



; < i (Mn’p -p sinVl a en» ft rot ÿ ens 4 ) 

tin y sin p sin 4 

Mais de l’équation (J) , on déduit 

sin*ip-f-sin*4-l-2COS /tcospcos4 = i4-cos7*4-c , sin*/xsin’p siu‘4 ; 
donc 

m i dfc'sin’u «in*e sinVj.) . j / • ■ . • ■ % 

dP— - — -■-= — — —■ = d'd ( siu u, sm ip stn 4 ) : 

6 
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donc P = c’sin n sin ? sia 4 sans conslaiile , parce que P doit s’éva- 
nouir lorsque ? = o. 

Ainsi pendant que les fonctions elliptiques de la première «spcce 
ont entre elles la relation F (?) + F (4) — F ( jt) = o , les fonctions 
correspondantes de la seconde espèce satisfont à l'équation 

E(P) + E(4) — E (//.') = c‘ sin sia ? sin 4 • • • .(c') : 

c’est la formule générale qui servira à comparer eutre elles les 
fonctions de la seconde espèce , comme nous avous comparé celles 
de la première. 

Si l’on considérait plus généralement la fonction G (?) composée 
de la première et de la seconde espèce , savoir , 

G (?) = E (?) *F (?) , 

k étant un coefficient constant quelconque, il est visible qu’on aurait 
semblablement 

G (?) + G (4) — G (jt) = c’sin jesiu ? sin 4 ; 

de sorte que toutes les conséquences qu’on tirera de l’équation (c') 
pour les fonctions E, s’appliqueront généralement aux fonctions G. 

(5a). Désignons comme ci-dessus par?,, ?,, ? 4 , etc. les ampli- 
tudes qui donnent F (?,)= aF (?), F (?,) = 5F (?), etc. , on aura , 
en vertu de l’équation (c), 

aF. (?) ■— E(?,) = c’sin ? sin? sin ?, 

5E(?) — Ef?,) = c’sin? (sin? sin ?, -f- sin ?, sin?,) 

4E (?) — E (? 4 ) = c’sin ? (sin ? sin ?, + sin ?, sin ?, + sin ?, sin ? 4 ) 
etc. 

Donc la même relation entre ?. et ? , qui donne F (?,) = «F (?) , 
donnera «E (?) — E (?.) égale à une quantité algébrique. 

En général , si m, n, p, etc. sont des nombres entiers positifs ou 
négatifs , on peut faire ensortc que 

»;E (?) -f- »E(4) -f- />E (ai) + etc. 

soit égale à une quantité algébrique : il faut pour cela établir entre 
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les angles p, 4» a» , etc. , la relation qui donne 

o = mY (p) -f- nY (4) + pY (a>) -f- etc. 

Nous observerons que les fonctions F (p) , E(p) sont en général 
de même signe que p ; lorsque p change de signe, elles en changent 
aussi, et conservent la même valeur. Cela pose, il semblerait qu'on 
peut satisfaire à l'équation 

o = mY (p) -f- 11 Y (4) + pY (<*) etc. 

de bien des manières différentes ; car on est maître de changer le 
signe de chaque coefficient , pourvu qu’on change eu même temps 
le signe de l'amplitude correspondante. Mais on peut se borner à 
considérer les fonctions F (p) , F (4) , F («) , etc. comme toujours 
positives; et dans ce cas, il n’y aura jamais qu’une relation entre 
les angles p, 4> », etc., qui donnera o=ml-'( ;)-f-nF (4) -t-/T(c»)-j-elc.; 
alors on voit que les coefficiens m , n, p , etc. ne sauraient être tous 
de même signe. 



(53). Telles sont en général les relations qu’ont entre elles les 
fonctions elliptiques de la première et de la deuxième espèce : il faut 
maintenant entrer dans quelques détails sur les nombreux corollaires 
qu'on peut tirer de l'cquation des arcs 

E ( P ) + E (4) — E (/i) = c’sin p sin 4 sin p. , 

combinée avec l’équation algébrique qu’elle suppose et qui peut se 
mettre sous l’une de ces trois formes , 



cos f. i = cos p cos 4 — sin p sin 4^ (u) 
cos 4 = cos p. cos p + sin p. sin p A (4) 
cos p = cos p cos 4 ~1~ sin p sin 4 A (9)* 

On déduit de ces équations les valeurs suivantes qui serviront h ex- 
primer le second membre c* sin p sin 4 sin p en fonction de deux 
seulement des amplitudes p , 4 j P-- 



sin p : 
sin 4 = 
sin p 1 



lin e cos vjO (4) -t-Mn A (p) 

I — c*. 4 n‘ç 1111*4. , 

fin fi co« (? ) — sin f cos ftA (p) 
1 — c*»in’/a»in‘^ 

linfuenf 4-A (4-) — sin 4 enf (/*) 
i — (*iin'fi »ia*+ 
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Cela pose, voici les principaux corollaires qui re'sullcnt des équa- 
tions mentionnées pour la comparaison des arcs dcllipse. 

I. Si l'on fait f*. = 4 ir , l’équation des arcs deviendra 
E(f) + E (40 — E* = c*sin <p sin 4 > 
et l'équation algébrique correspondante sera 
b tang <p tang 4 = • • 



COS f 



COS 4 



_ b »în f 



et 



On en tire tang 4 = j cot <p , sin 4 = , — T _ , 

c*sin?sin4 = —^*^-^.On aurait semblablement tangç=^col 4» 



. _ C08 d 

cos * 



^ . t r*«in 4.pos4, 

: T(4y * et c s,n sm 4= — s ( - 4) • 



j,. £ j Si d’après cette relation entre les amplitudes ? et 4» on déter- 
mine sur l’ellipse les arcs BM = E (?) , BN = E (4), on aura 

BM — AN =s c*sin ?siu4- 



C’est dans celte équation que consiste le théorème de Fagnani. Il er» 
résulte qu'étant donné l’arc BM terminé au petit axe , on peut 
trouver un second arc AN terminé au grand axe , tel que la diffé- 
rence de ces arcs BM — AN soit égale à une quantité algébrique 
c* sin ? sin 4 î et cette quantité est représentée par la partie de la 
tangente OM ou ZN terminée à la perpendiculaire CO ou CZ r 
abaissée du centre de l’ellipse. 

Lorsque ? et 4 sont égaux à un même angle 0 , les deux points 
M et N coïncident en un même point K. Alors on a tang‘0 = ^ » 
sin* 8= , cos*8 = j j , ce qui donne 



BK — AK = » — b. 



Donc alors la différence des arcs BK , AK est égale à la différence 
des demi-axes CA , CB ; en même temps ou a 

BK = îE' + {(i — b) 

AK =tE' — f(t — b). 

11 y a donc au point K une sorte de bisection du quart d’ellipse , 
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puisque chacune des parties BR , AK. peut se mesurer par la moitié 
de ce quart d’ellipse. 

II. Soit dans l’équation générale des arcs = 4 = ® » on anra 
aE (0) — = c*siu‘0 sin /x , 

et l’équation algébrique correspondante sera cos“0 sin’0A(n)=cos/i. 
C’est l’équation qui sert à la duplication des arcs elliptiques ou à 
leur biscction. 

Ou en tire pour la duplication 



. a sin 5 cos ÔA (6) 

8in * = 1 



tangifi=â(9)tang8. 



et pour la bisection , 



sin’Ô 



1 — CO) fl 

» (py 



Delà on voit qu’étant donné l’arc BM = E ( 0) , on peut trouver F.g. «• 
un autre arc BN=E (/*) qui soit mesuré par le double de BM, 
de sorte qu’on ait aBM — BN = c*sin*0 sin ft. 

Et réciproquement, étant donné l’arc BN = E (m)> on peut 
trouver un second arc BM = E(0) qui soit mesuré par la moitié 
de l’arc BN ; on aura en effet BM = -j BN +i c*sin’ 6 sin p. = j BN 

+ taD g ïM- 

Lorsqu’on fait ti = * * , le point M tombe en R, et on a comme 
ci-dessus BR sî^'+K 1 — ^ )• 

Pour avoir de nouveau le point de biscction de l’arc BR, il faudra 

faire tang\tt= j , sin>= T^TJ» û (aO — el 0,1 aura 



sin ‘6 




-t/(rh) 

t+W> 



Celte valeur détermine l’arc B1 = E(0) qui se mesure par la moitié 
de BR ou par le quart de E‘; on a en effet 



BI = J BR + ï 



■ — y/b 

I/O + *)+ V*' 
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OU 



BI = i E- + i(i — *) + * 



i — V'b 

ï(> + i) + l7ï» 



et on peut continuer à l'infini cette sorte de biseclion. 
ris- 7. III. Ayant pris à volonté l’arc BD compté depuis le petit axe , 
avec un point quelconque M sur cet arc, il y aura toujours un autre 
point N sur le même arc, tel que la difl’érence des ares BM, DM sera 
égale à une quantité algébrique. 

Il suffit pour cela de faire BD=E (4), BM=E(4),BM:=E(<4), 
et de déterminer fi en fonction de <p et de 4> comme si on voulait 
satisfaire à l’équation F ( fi) = F (p) — F (4), ce qui se fera par la 
formule de l’article 19. On aura par ce moyen E f/x)-f-E(4) — Ef? 1 ) 
= c‘sin n sin psin4 , ou BM — DM = c* sin u- sinp sin 4- 

Lorsque « =4 > les deux arcsBM, BN coïncident en un seulBO, 
et chacun des arcs BO , OD se mesure par la moitié de l’arc BD. C'est 
un cas qui a été examiué dans le Corollaire II. 
ris- 8 . IV. Etanldonné un arc quelconque BD, terminé au petit axe, avec 
un point M pour servir d'origine à un second arc, on peut déter- 
miner ce second arc MP ou MM, dans le sens qu'ou voudra, de 
manière que sa différence avec l'arc BD soit égale à une quantité 
algébrique. 

Dans le premier cas , si l’on fait BM = E(p), BD=E(4)> 
BP = E (m) , et qu’on détermine pt d’après l’équation F (p)+ F (4) 
= F(*t), ou d’après les formules de l’article j8 , on aura 
BD — MP = c‘ sin ç sin 4 *' n A 1 * 

Darisle second cas, si l’on faitBM=E{’©), BD=E(4), BM— E(u), 
et qu’on détermine u. d’après l’équation F (<p) — F (4) = F ( <*), oa 
d'après les formules de l’article 19 , ou aura BD— MJV=c*sin,u.sin ç sin 4* 

Fig. 9 . V. Etant donné un arc quelconque OD dont l’origine ne soit plus 
à l’extrémité du petit axe, avec un point M pour servir d’origine à 
un second arc, on pourra déterminer ce second arc MM ou MP, 
de manière que sa différence avec l’arc OD soit égale à une quan- 
tité algébrique. 

Car, i°. parle Corollaire III , on peut trouver BIT — OD = à une 
quantité algébrique, et ensuite BII — MM = à une quantité algé- 
brique ; donc MM — OD sera encore une quantité algébrique ; 
3 *. ayant trouvé le point II par le Coroll. III, on peut trouver le 
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point P par le Coroll. IV, de sorte que BI1 — MP soit e'gal aune 
quantité algébrique , et alors OD — MP sera égal aussi à une 
quantité algébrique. 

Ainsi on peut trouver sur l’ellipse une infinité d’arcs égaux à un 
arc donné, plus ou moins une différence assignable géométrique- 
ment, de sorte que l’arc prendra son origine à volonté sur tous les 
points de l’ellipse , et sera dirigé dans le sens qu’on voudra. 

VI. Quel que soit l’arc OP et le point M pris sur cet arc, il y Fig- 
aura toujours sur le même arc un autre point D tel que la diffé- 
rence des arcs OM, DP sera égale à une quantité algébrique. 

Cela suit immédiatement du Coroll. V. 

Lorsque les points M et D coïncident en un seul point I, chacun 
des arcs OI , IP est mesuré par la moitié de OP , et on a une pre- 
mière bisectiou de cet arc. On pourra de même en trouver une se- 
conde, uue troisième, etc. à l’infini. 

VII. Etant donné l’arc BM dont l’origine est au petit axe , on Fig 
peut trouver un arc BN qui soit égal à un multiple quelconque de 
l’arc BM, plus ou moins une quantité algébrique. 

Car en faisant BM = E (<p), BN =Ef4) > sl on satisfait à l’cqua- 
tion F(4) = «F(*>),on aura en même temps nE(?) — E(4) — « 
une quantité algébrique. Dans ce cas, -v}. serait ce que nous avons 
désigné ci-dessus par <p, , et on a vu la manière de déterminer <p, 
par le moyen de ?. 

VIII. Réciproquement, étant donné un arc quelconque BN=E(4), 
on pourra, par la résolution d’une équation algébrique, déterminer 
l’arc BM = F. (?) , qui soit égal à un sous-multiple de l’arc BN, plus 
une quantité algébrique. 

Par exemple , pour la trisection de l’arc BN , il faudra déterminer 
sin ? par l’équation 

. . 3 un p — 4 ( 1 -f r*) sin’e -+■ 6t*»in ! 9 — H» in'e 

' " 1 — bV.-in p 4 t‘ (ï -p (“) sin’f — Sc'sm'p ’ 

équation qui est en général du neuvième degré, mais qui se réduit 
au quatrième lorsque ^ = -j ir. 

IX. En général on pourra trouver par la résolution d'une équa- 
tion algébrique , un arc E (?) qui soit égal à une partie rationnelle 
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™ de l'arc donne' E(4)> plus ou moins une quantité algébrique. L’équa- 
tion sera la même que celle qui donnerait F (<p)= ^F (4). 

Il en sera de même si l’arc donné n’est pas terminé au petit 
axe. Car si OP est cet arc, on cherchera par le Coroll. III , l’arc 
r ’8- 9 é BM égal à OP -f- une quantité algébrique, et il ne s’agira plus que 

de trouver un arc BN = ^ BM =fc une quantité algébrique. On 
pourra ensuite donner à l’arc BM une autre origine à volonté. 

X. Deux arcs étant donnés partout où l’on voudra sur l’ellipse, 
on pourra trouver un arc égal à leur somme ou à leur différence , 
plus ou moins une ligne droite assignable géométriquement. C’est 
une suite des Coroll. III et V. 

Ainsi toutes les comparaisons qu’on fait ordinairement des arcs 
de cercle par voie d’analyse , ont lieu également pour les arcs 
d’ellipse , à la différence près qui affecte tous les résultats, mais 
qu’on peut faire disparaître dans beaucoup de cas , lorsque l’origine 
de l’arc cherché est arbitraire. La disparition de cette différence , 
lorsqu’elle peut avoir lieu , ajoute aux problèmes un degré d’intérêt 
de plus ; elle rapproche alors les propriétés des arcs d’ellipse de 
celles des fonctions elliptiques de la première espece. C’est pourquoi 
nous croyous devoir en apporter ici quelques exemples. 

(34). Problème I. Déterminer sui ■ le quart tf ellipse BKA un arc 
MP qui soit précis émentégal à la moitié de l’arc BKA. 

Fig G. Soit p l’amplitude du point M, 4 celle du point P, 8 l’amplitude 
du point K, premier point de biscction de l’arc BKA, pour lequel 

on a sin* 8 = 7475 et E (8 ) = { E 1 -f- { (1 — b). Supposons qu’on 

ait F F (8) — F (4) = o , il s’ensuivra E(<p) -f-E (8) — F.(4) 
= c* sin p sin 4 sin 8 ; donc 

^ (4) — E(^)ssjE'+j(i — 6) — c* sin ip sin 4 *‘ n 8- 

Donc si on veut qu’on ait MP = j E', il faudra faire 
c* sin ® sin 4 ** n 8 = j ( i — b) , 

ce qui donnera sin p sin 4 — ï sin 8. Mais d'un autre côté l'équation 

F 
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F(fM-F(A) — F(4)=odonne cos pcos44-siu psin 4A(0)=cos0, 
et puisque A (0) = \/b, ou aura à la fois sin p sin 4 = j sin S, et 
cos p cos 4 = î cos A- De ces équations , on tire 

cos (4 — 9)= » (cos 0-f- sin ô) = cos * cos (b — ^ 

cos (44 -l P) == s (cos8 — sin 0 ) = cos ^ cos ÇS -f- 

Ainsi les angles 4 — 9 et 4 4- 9 seront connus. On pourrait aussi 
déterminer directement les valeurs de sin p et sin 4 au moyen des 
formules 

sin 9 = i v/(5 + 4 s ' n 0+ a sin*0) — | y/(3 — 4 sin 04“ a sin*0) 
sin 4 = j y 1 (3 + 4 sin 0-f - a sin‘0) + ? ^(3 — 4 s * n S 4~a sin*0), 

et ces sinus seront les abscisses des points cherchés M et P. 

(55). Problème II. Déterminer sur le quart d’ellipse BMA un arc 
NQ qui soit égal au tiers de BMA. Fig. S. 

Si l’on suppose F (p) = 3 F‘ et F (9.) = aF (9), ou aura sin p 
par la résolution de l’équation 

o= i — a siu 9 -f- 2c*sin J p — c*sin 4 p, 

et 9, se déduira de 9 , soit par l’équation cos p,= î — sin 9 , soit 

par 1 équation sm p. = 

Cela posé , on aura 5E (p) — E 1 = c*sin p sin p, ( * 4- sin p ) , ou 

E (p) = 3 E* 4~ î c*sin 9 sin 9. ( i + sin p). 

Supposons de nouveau F (p) -f- F (4) — F (eu) = o , on aura 

E (p) + E (4) — E (») = c’sin p sin 4 sin a*. 

Donc si l’on veut que E («) — E(4) = 3E’, il faudra faire sin 4 sin a» 

= 3 sin p, ( î 4“ sin p ). Mais d’ailleurs en vertu de la supposition 
faite, on a l’équation cos 4 cos a»4-sin4 sin <*A (p) = cosp ; donc 
les inconnues 4 et t» devront être déterminées par les équatious 

sin 4 sm » ss 1 sm <p. ( i -f- sin <p ) = 
cos 4 cos » = 3 cos p ( a — sin p ) 

7 
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Elles donneront immédiatement les valeurs de cos ( a» — 4 ) et 
cos ( té •+■ 4 ) > d’où l’on conclura celles de 4 et »• Connaissant ces 
valeurs , on fera BN = E (4) » BQ = E («), et l'arc NQ sera égal au 
tiers du quart d'ellipse E*. 

On peut démontrer que le problème est toujours possible par 
cette considération. Soit pris BI=E($), on aura BI > 5 E*. Soit 
pris ensuite l’arc AP correspondant à Bl, de manière que la diffé- 
rence BI — AP soit égale à une quantité algébrique, c’est-à-dire , 
soit prise l'amplitude a du point P, de manière qu'on ait £tang$ 
tang a = 1 , on aura AP < -j E'. Mais si on imagine que l’arc 3 E 1 
soit transporté le long du quart d’ellipse, de manière que son ori- 
gine parcoure successivement tout l'intervalle de B en P, cet arc 
étant représenté en B par BI>> jE‘, et en P par AP < 3 E',il faudra, 
en vertu de la loi de continuité , qu’il soit représenté exactement en 
un point intermédiaire N par l’arc NQ = j E*. 

Pour appliquer la solution générale à un cas particulier , soit 

c* = -j = b‘, on a trouvé ci-dessus (art. 34 ) cos $ = j/(»i/3 — 5 ) 
= y (8 cos 3o* sin* i5° ) ; on aura donc parle calcul trigonométrique, 



IjCOsç> = q. g 1 6653 a 

L sin ^ = 9.7517353 sin 0 =s 0.5645797 

a — sin <p = i. 4354 ao 3 

I. sin 4 s >n u = 9.6716381 sin 4 sin u — 0.4694920 

Lcos4cos»= 9.5965110 cos 4 cos e» = 0.3949317 

cos ( c * -f- 4 ) = •*- 0.0745703 
cos ( <t — 4 ) = 0.8644137 

» + 4 = 94" 16' 35*5 a = 63*1 V 49* 3 

<v — 4 = 3 o.ii. 3 .i 4 == 53* 3' 46*3 



Ces valeurs ne sont qu’approchées , mais les formules trouvées 
donnent la solution rigoureuse qui peut meme être construite géo- 
métriquement. 



,0 ‘ (36). Problème ITT. Etant donnés les deux arcs MN et PQ , 

situés comme on voudra sur la circonférence de l’ellipse , trouver un 
troisième arc DR égal à leur somme À/N -y PQ. 

Soient a , 6, j ' , « les amplitudes des points donné» M, N, P, Q, 
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ensorte qu'on ail MN = E (6) — E(«) , PQ = E ( t ) E (j ) ; soient 

4 et a» les amplitudes des points cherchés D , R , cnsorte qu’on ait 

DR = E (a») — E (4)* 

Soient encore A et /t deux amplitudes telles qu’on ait F (A) = 
F (g) — F («) , F (/t) s= F («) — F (<f) ; on aura en même temps 

E (A) + E (et) — E (?) = c'sin at sin S sin A 
E (/fi) 4- E (/) — E («) == c*sin /sin « sin /fi ; 

donc 

MN-f-PQ = E(A) + E (/*) — c*sin et sin 6 sin A — c*sin / sin « sin/t. 
Soit enfin p une nouvelle amplitude telle que F (p)=F (A) 4- F (/t), 
on aura 

E(A) 4- E (/fi) — E(p) = C*sin p sin A sin /i; 

donc 

MN4-PQ E(p)=c*sinp sin Asin/t — c’sinet sin S sin A — c*sin/ sin esin/t 

Faisons maintenant F (p) = F (a*) — F (4) j J cn résultera 

E (p) 4- E(4)— E (fi>) = c’sin p sin 4 sin « i 

mais par hypothèse , on a E (a>) — E(4) — MN + EQ> ^ ouc 

sin p sin 4 ** a m — *•** «sin C sin A 4" si* 1 ef sin * sin/t— sin A sin /t sin p. 

Soit pour abréger sin « sin S sin A 4" s,n / sin « sin /* = M , et 
on aura ^ 

sin fi» sin 4 — — ** n * **“ P" 

D'ailleurs l’équation F (p) = F (a») — F (4) , donne cos « cos 4 4- 
sin a» sin 4A (p) = cos p ; donc on aura pour déterminer 4 et a» , 
les deux équations 

sin a» sin 4 — ~ — I — si* 1 ^ ®* n f* 

* sin ç 

cos fi, cos 4 = cos P — ^ M 4- si* 1 * M M- 

Si de plus on observe que l’équation F(p) =F(A)4-F(/fi) donne 
cos p = cos A cos /t, — sin A sin /* A (p) , on déduira des équations 
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5a 

precedentes , 

cos(û)+ 4 ) = cos(A — /i) — [i + A(?)] 



cos ( O) — ■ 4 ) = cos ( A + A 1 ) 



Mc*«ia p 
l-f-A (p)‘ 



Les données immédiates étant a , Q , / , e , on en déduit A et ^ par 
les équations F (A) = F (6) — F (<*), F (fi) = F (e) — F (J), qui 
donnent 



sin A = 



sin C cos «A («) — sin a cnsCA(C) 
i — c*sin « éin*» 



sia fJL = 



sin * cos/ A(/) — sin J cos §A (•) 
i — c'sin i 



La valeur de M est donc connue, ensuite on déduira sin f cl A (jp) 
de l'équation F (<p) =F (A) F (/*) , qui donne 



sin » cos [*A (n) -f- sin ft ens h A ( x) 
i — rtin’fi sin'A 

&(/*)&(*) — r*»in A «in /i cos kco ift 
i — c nn'jj. sin‘A ' 

Or les valeurs de sin A , cos A , A (A) sont données en fonctions 
de £ et a par les formules de l'art. îg ; il eu est de même des 
valeurs de sin ft t cos p. , & (p) exprimées en fonctions de £ et S~. 
On connaîtra donc toutes les quantités qui composent les valeurs, 
de cos (ai 1) et cos (a>+>J,). 

Ce problème peut servir à en résoudre beaucoup d'autres, et 
notamment à trouver un arc qui soit exactement dans un rapport 
rationnel avec un arc donné; mais il faut pour cela que dans chaque 

application les valeurs trouvées pour cos ( c* -|- *f. ) et cos (a , 

soient renfermées chacune entre les limites + i et — i , sans quoi 
le problème deviendrait impossible. 



sin <p — 
= 



Comparaison des arcs cT hjrperbole. 

( 37 ). Nous avons déjà trouvé (art. i5) que l’arc AM désigné par T, 
a pour expression 

T = A tang <p — E(p) -f- b ' F (p). 
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r,e point M, extrémité de l'arc AM , est censé avoir pour ampli- 
tude ?. Considérons deux autres points N et O dont les amplitudes 
soient4 et ", et supposons qu’on ait lcquation F (?)+F (4) — F (a )=o ; 
alors les arcs AM, AN, AO, désignés respectivement par T (?) , 
T (4) , T (") , auront entre eux cette relation 

<r((p)+T(4)— T (")=A (?) tang ?4- A(4) * an g4 — A («) tang » 

— E (?) — E (4)+ E (") , 

ou , en mettant la valeur connue de E (?) + E (4) — E (") , 

T (?) 4 -T (4) — T (*) = A (?) tang ? + A (4) tang 4— A (a.) tang a. 

— c* sin ? sin 4 sin ce. 

C’est l’équation fondamentale d'apres laquelle on peut faire sur les 
arcs d’hyperbole les mêmes comparaisons que nous avons faites sur 
les arcs d’ellipse , mais en observant que dans l’hyperbole on ne 
peut donner aux amplitudes une valeur plus grande que i ir, et que 
lorsque ? > l’arc AM devient infini. 

La quantité A tang ? n’est autre chose que la tangente MZ , termi- 
née par la perpendiculaire CZ abaissée du centre sur cette tangente. 
Ainsi A tang? — T(?) est l’excès de la tangente MZ sur l’arc 
AZ. Si on appelle G ( ? ) cette fonction , on aura pour chaque 
point M , 

^ G (?) = F (?) — &*F (?), 

et lorsque les trois points M,N,0, déterminés par les amplitudes 
ç,4," sont lté* entre eux parla relation F (?) + F (4) — F (a»)=o, 
les fonctions correspondantes G (?) , G (4) , G (") relatives à l'hy- 
perbole , satisferont à l'équation 

G (?)+G (4) — G (") = c'sin ? sin 4 sin " , 

équation entièrement semblable à celle qui a lieu dans l'ellipse , et 
d’où l’on déduira de semblables corollaires , sauf les restrictions par- 
ticulières à l’hyperbole et dont nous avons déjà parlé. 

Nous avons trouvé que lorsqu’on fait sin*0 = yzçi » on a 
F (9 ) = ~ F', et E ( 9 ) = j E' + j ( 1 — b), on aura donc sembla- 
blement pour l’hyperbole, 

G(8) = iG'+i(t— 5), 
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G‘ est la différence entre la branche infinie d’hyperbole AMO et son 
asymptote CV, qui est censée la rencontrer dans un point infini- 
ment éloigné. Cette différence estimée an moyen des fonctions E' F' 
a pour valeur G' = E’ — ù'F‘ ; mais sans recourir à ces fonctions ’ 
ou peut la déduire de l’équation précédente qui doune 

G'==aG( 8 ) — (i_£). 

Ainsi la quantité G*, différence de deux infinis, se déterminera par 
la quantité G (9), relative au point K dont l’amplitude est ô, et 
qui a pour coordonnées y = i’la!ig 9 =3 y/ b, a:=cy'(i b). 

L’amplitude 9 est celle qui donne F(8)=iF'; si on cherche 
successivement par les formules de la biscction les amplitudes 

G* » etc- telles qu’on aitF(9')=jF (9)=jF‘, F (9*)=-;F (9 / )=jF‘, etc.* 

on aura en meme temps 

G (8) = aG (ff) — c’sin*9'sin 9 
G (9) = aG (6*) — c*sin*9*sin 
etc. 

D’où il suit que la quantité G' se déterminera par le dernier terme 
de la suite G (8), G(ff) , G (8*), etc., prolongée aussi loin qu’on 
voudra. Or lorsque <p est devenu très-petit , la quantité G(<p) a pour 
valeur très-approchée c‘sin <p; ainsi la bisection répétée de la fonc- 
tion G (8) fournit un moyen de déterminer par approximation, la 
valeur de la transcendante G‘, et la même méthode s’applique à 
toute fonction G (<p) dont on voudrait avoir une valeur approchée. 
Mais nous donnerons ci-après pour cet objet des méthodes plus 
expéditives. 



Développement particulier de la formule 

Z= f (f-+-K»*)dx 

J coi 4 -f- C'X*)' 

(38). Cette formule se rencontre assez sonvent dans les appli- 
cations , et d ailleurs il est necessaire d’examiner particulière- 
ment le cas des facteurs imaginaires dont nous avons parlé 
(art. 7 ). 1 



Digitized by Google 




DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 55 

La variable x est susceptible de toutes les valeurs, depuis x =o 
jusqu’à je= » ; niais comme en faisant x=oo, on a Z = J £ dx , 

pour nous débarrasser du ternie qui peut devenir inGni,nous con- 
sidérerons simplement la formule 



x=/( 



(/+***) <**• _ Z 

p'(a*-(-aafx'C058-f-C , j | ) C 




qui par ce moyen aura toujours une valeur finie. 

11 s’agit maintenant de transformer cette expression de manière 
que les facteurs binômes de la quantité sous le radical deviennent 
réels. Pour cela on peut faire indifféremment l’une des quatre suppo- 
sitions suivantes : 



\/( a*-f- a aëz • cos fl -f- ë’x* ) — ixy \/u £ , 

* •+• Sx' =B 3J y y'aÇ , 

Æx’-f- a cos 6 -p- (<*•’+ aa<?x* cos 6 4- €‘x*) = 2 «y*, 



x 



— '—y 

i+y 




et la transformée en y aura les conditions requises. Bornons-nous 
à présenter le résultat de la troisième supposition : elle donne 

* =c (>*-«* 0 --^), et 



=/î 






cotsin’ÎX 

V) 



t/Ky— co6 ‘ î s ) (y+*>n , ï , )3 



où l’on voit qu'en effet les deux facteurs de la quantité sous le ra- 
dical sont réels. On voit aussi que la moindre valeur de y étant 

cos i 0 , on peut faire j= > ce qui donnera la transformée 
suivante , où l’on a fait c = sin i 0 , 



X=p 



fC — gît -+- açaiSinV 

C 



d* 



U(l — rtin’f) * 



et il faut remarquer que dans cette formule nous supposons [/aS 
réel ; car si le terme 3s&r*co8 9 était négatif, on ferait tomber le 
signe — « sur cos 6 . 
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Cela posé , on aura , suivant les expressions accoutumées , 



x — CUâ£~ * Cy*C L; 



Cy*C * CyaC " ' 

c'est l’intcgralc demandée prise depuis x = o, car on a 

. ^ * — Cr* — * ros h -f- 1/( ***+■ a«C.r*coi 6 -f- C # jr < ) 

COS*® = p | r, 

a* $m“ s é * 

ctréciproquementx^/-=:^i ^/(i — c’sin’p) ; d’où l'on voit qu'en 

faisant x = o, on a p = o, et qu'en faisant x= oc , ou a p — j -K. 

La valeur totale de l'intégrale, prise depuis x=o jusqu’à 
x = oo , sera donc 

y . fi -t-g* y ■ ag» p, 

cyrf ci/«c • 

Voici quelques applications de ces formules qui conduiront à des 
résultats assez remarquables. 



Exemple i. 



(3g). Soit proposé d’évaluer les deux intégrales 



/ z _5 <fs „ p i?dz 

!/(,_*.)> —J !/(>-*') 



eutre les limites s = o, z — i. On sait d’ailleurs que le produit de 
ces intégrales = § K ( Cale, intég. d’Euler , tom. i , pag. 2^4 )• 

Si on fait dans la première z — (i — x*) - ^, on aura la transformée 
M = » < l uil faudra inU? S rcr depuis x = o jusqu’à 

x= ao. Cette formule étant comparée avec la formule X, on aura 
f= 5 , g = o , <t = i/3 , £ = î , cos 0 = £ \/3, c = sin j fl = 

3 

; t/( 2 — v/5)=sini5\ Ainsi l’intégrale indéfinie est M=— F, 

V 3 

et l'intégrale complète, en faisant x =s oo ou ® =j t , est 

M' = -r* F 

yZ 
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3 

Si dans 1a seconde formule on fait z = (i — jr 1 )*, la transformée sera 
N =y' , et l’intégrale devra être prise depuis x=o 

jusqu'à x= i. Comparant cette formule à la formule X , on aura 
f— 3 , g = — 3 , * = v/3 , ë = i , cos S — — j y/5, c' = cos i5*. 
= ï 1 ^( 3 -f- \/3); ce module étant différent de celui de l’autre 
formule , je le distingue par un accent ; j’ai donc par la substitution 

N = + {</, ?) + S -^E (c', ? ). 

y5 y3 

Or la relation entre ? et x étant 



— cos 1 ? = | — r‘+ \/(5—Zx‘+x*), 

si on fait x= i , on aura cos*?=av/3 — 3 , ou bien tang <p— y/ 

Mais nous avons déjà vu (art a4) que dans le cas de c—{ y'(a-{-y/5) 
et tang ? = \J pj, on a exactement F (?) = 5 F’ j il s’ensuit par les 

formules de l’art. 3a, qu’on a en même temps E (?) = j E‘H — . 

aj/3 

Donc l’intégrale N prise depuis x=ojusqu’àx= i , aura cette valeur 
N' = Eri^F’ (c^ + Î^E 1 (c). 

\/3 y/3 

3 

Puis donc qu’on a déjà trouvé M‘ = — F‘ (c), et que le produit 

V* 

M‘N'= 1 ir, on aura entre les trois fonctions F'(c) , F'(c), E'(c') , 
cette relation fort remarquable : 

i* = F’(c) . [^F- (c') + aE’ (e')]. 



d’où il suit que dans ce cas particulier l’arc d’ellipse E’ (c') qui 
est une fonction de la seconde espèce , peut s’exprimer par les deux 
fonctions de la première espèce F 1 (c) , F‘(c'). D’ailleurs on peut 
observer que c = y/( 1 — c") = b, c’est-à-dire que les modules c 
et c sont compléincns l’un de l’autre. 
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EXEMPLE II.' 



(4o). On propose dévaluer par les fonctions elliptiques, les deux 

intégrales P Q = / pffv) ' dc P u!s 3 = ° ) USC I U “ 

3=1 : on sait d'ailleurs que leur produit = f K. 

3 

Si on fait dans la première, z = (i— x*)*, on aura la transfor- 
me^ P — /v/C3-3x‘+xO’ qu’il faut intégrer depuis x — o jusqua 
x= i. Celle-ci étant traitée comme l’intégrale N de l’exemple 
précédent, on aura pour résultat 

P‘ = -r-F’(c'). 
v8 

Venons à la formule Q, et faisons d’abord z'=y~ , } nous aurons 
la transformée Q= § , j <l u ’il faudra intégrer depuis j—i 

jusqu’à j — a>. Ou a d’abord , en intégrant par partie , 



o = - _ 5 C y d y 

v a' y 4 J yXy' — 0’ 

Soit ensuite y = , + **, et on aura =f 

Cela posé , la valeur de Q pourra se mettre sous la forme 

0 — 5 xy/(3+5x»+x<) 5 .3 rrj _ Q+x')d r 1 

ly - a’ i+x-' a L t/(3+3x a -j-x‘)J‘ 

Cette intégrale doit être prise depuis jr = o jusqua x = as,et 
comme la partie Lors du signe s'évanouit dans ces deux limites, 
on aura simplement 

Q = ?rn/x 

v aj L V'(a+3x*-t-x<)J 
Comparant avec la formule X , on aura f= — f, g = — 2 
“ — V^i £ = i , cos fl = | , e = ; l/(* — l/3) » donc l’in- 

tégrale eberebée est 

Q‘ = - F’ (c) + e- (c). 

\ 2p3 J J/3 
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Maintenant puisqu'on a P'Q' =-\* , on aura une relation entre 
trois fonctions elliptiques , qui , avec celle qu’on a trouvée , offre 
ces deux résultats : 

J=F'(i).[E‘(e)-(i±^)F*(e)] 

d'où l’on voit que les fonctions de seconde espece E 1 (c ) , E' (b) 
peuvent, dans ce cas particulier , s’exprimer par les deux fonctions 
de première espèce F‘ (b ) , F' (c). A ces deux relations qui sont déjà 
fort remarquables , il faut en joindre une troisième F'(A)=v/3F , (c), 
qui sera démontrée dans l’exemple suivant. 



EXEMPLE III. 



— i 

(4i). Soit proposé d’évaluer l’intégrale R =.fdz (i — z’) - ”, prise 
depuis z = o jusqu’à z = î. 

On fera d'abord i — s 5 s= ( ^ ) , ce qui donnera la transformée 
R — * * ntc S rer dc P u ' 5 J r== ° jusqu’à y = oo. Soit 

J 

ensuite m = j/4 et my = x*— • i , on aura la nouvelle transformée 

R ÿ ’ (j>^5.1 ; +5) » < I u ’ il faul intd S rer de P« is *— > 

x = oo. Cette intégrale est, au coefficient près, la même que 
l’intégrale P de l’exemple précédent ; ainsi ayant égard aux limites 

de R, et faisant ^/3 = n, on aura la valeur cherchée 




mais il y a une autre manière de trouver la valeur de R. 

Soit i — z J =^i — * on trouvera d’abord la transformée 
R = faut intégrer depuis y — i jusqu'à y = oo. 

Soit ensuite my = i -f-x* , ou aura R = ^ / Ï+T) j ’ nou * 
vellc formule qu’il faut intégrer depuis x = j/(/n — i ) jusqu'à 
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x = 06. Or cette intégrale est semblable à la formule M de l’exemple ï, 
et on obtiendra de meme R = p r c _j_ cons j_ en oijs et ._ 

Tant que celte intégrale doit être prise depuis la valeur de <p qui 
donne x — \/{rn — i) jusqu’à la valeur de <p qui donne x =oo ; 
celle-ci est ^ = 7 K , l’autre étant nommée S , on aura R' = 

[F’ (c) — F (c, 8)]. Mais en général , 

cos*«p = r + 

T ary/3 

donc en faisant x‘= m — 1 , il viendra 



cos’8 = — m ~ î-H / ( ,| »‘+ m + 1 ) __ ( m — 0* 
ac‘y3 ay3 — 3 ‘ 



Or, d’après l’article a/f, cette valeur de 8 est celle qui pour le module 
c = ~ y/(a — j/ 3 ), donne F ( 8 ) — j F‘ ; donc 






Comparant cette valeur à celle qu’on a trouvée par l'autre méthode , 
il en résulte cette nouvelle relation 



F'(i) = ,/3.F'(c), 

laquelle étant jointe aux deux déjà trouvées, fait voir qu'une seule 
des quatre transcendantes F' (c), F'(i), E'(c), E‘ (i) suffit pour 
déterminer les trois autres. On a , par exemple , les équations 

■^ = F' (»)[£• (») - (S£j)F' (*)]. 

qui servent à déterminer la fonction E‘ (c) par le moyen de F’(c), 
et la fonction E‘(ê) par Je moyen de F' (£). 
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T héorème sur les fondions de première et de seconde csy èce , 
dont les modules sont complémens l’un de l’autre. 

(4a). Dans les comparaisons qu'on vient d'établir entre les fonc- 
tions F 1 (c), E 1 (c) , qui se rapportent au module c = i \/ (a — 1/3) 
= sin 1 5°, et les fonctions F' ( 4 ) , E' ( 4 ) , qui se rapportent au mo- 
dule complémentaire 4 = j 1/(2-+- W'î) = cos i5°, les trois équations 
trouvées conduisent à ce résultat remarquable 

;=F‘(«)E' (4) + F' (4) E' (c)-— F' (4) F‘ (c) (<f) 

où l'on voit que les deux quantités b , c peuvent être échangées 
entre elles , et qu 'ainsi cette équation est vérifiée dans denx cas , 
eelui de c = sin i5*, et celui de c= sin 7 5*. 11 serait facile de dé- 
montrer directement quelle est encore vraie dans deux autres cas, 
lorsque c est infiniment petit , et lorsque c = = b ; mais nous 

allons prouver généralement qu’elle a lieu quel que soit c. 

Pour abréger la notation, désignons simplement par F, E, les 
quantités F‘(c), E' (c) , et par F', E' les quantités F 1 (4), E‘ (4), et 
supposons 

P = FE'4- F'E — FF', 

P étant une fonction de c encore inconnue. 

Je diflérentie les deux membres par rapport à c qui est la seule 

variable qu’ils contiennent. Or ayant E (<p) z=fbdtp, F (p) == J'—i 
A*= 1 — c’sin*p, la différentiatiou donne 

«* E — — Ç cd *' in > — VE Fl 

de J à c ' ' 

rfF rcdQ*\n'p 1 rd$ 1 rdp 

de “"J J cj a' 

Mais par les formules de l’art. 9, on a p f^dp — --- in ^ oi * , 

et dans le cas de P—i * dont il s’agit, le second terme s’évanouit : 



ainsi on aura 



J = K<E-*F). 
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On aura semblablement ^ i (E' — F') , 
ct parce que bdb -f- cdc = o , on en déduira 

£=-£(*'- n 

c’F'). 



= à(EWF), 



Substituant ces valeurs dans celle de JP, on aura JP=o; donc 
P = const. Mais on a trouvé dans un cas particulier P = j -nr; donc 
l'équation (</) a lieu généralement, quel que soit c. 

Lorsque c = = i , l’équation {et) donne 



1 = F'CaE’-F). 

Ainsi dans ce cas particulier , E' se détermine encore par F'. 

11 peut y avoir quelques autres cas particuliers où la fonction de 
seconde espèce E* (c) s’exprime par la fonction de seconde espèce 
F' (c) ; nous ferons voir en effet que chaque cas particulier connu 
en fait connaître une infinité d’autres ; mais la détermination géné- 
rale paraît impossible d’après les recherches suivantes. 



Equations différentielles qui expriment la liaison mutuelle 
des fonctions E et F. 

(43). Si l’on difîérenlie par rapport àc les deux formules E=/Adp } 

F=/$,o« aura comme ci-dessus, 

JE C— cchp «inY 1 rtT 

dc~ J 3 c F) 

df 1 /tr /.u \ c sinfeosf 

de 5 v P’ — S — ■ 

11 en résulte les deux formules 

d E 



F = E» — ' 



E — b ' (4? + c ar) ■+ 



c*sin « cote 



.(O 



3TJ ' ù 

qui contiennent les relations mutuelles des fonctions E et F. 
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Mais quelque simples que soient celles-ci , on ne saurait les intégrer 
par les moyens ordinaires, même quand on supposerait tp = ± s , 
ce qui changerait les fonctions F et E en F' et E 1 . Ainsi il n’y a 
guère d’espe’rance de déterminer généralement E' par F', et encore 
moins la fonction indéfinie E par la fonction F ; ce qui maintient 
et justifie la distinction que nous avons faite entre les fonctions 
elliptiques de la première et de la seconde espèce. 

Il se présente h ce sujet une observation assez importante. On 
verra par les méthodes qui seront ci-après exposées, que la fonction 
F peut être exprimée en termes finis par la fonction E et une autre 
fonction de même espèce, dont le module et l'amplitude se dé- 
duisent suivant une loi connue du module et de l'amplitude qui con- 
viennent à la fonction E. Cette expression de F par deux fonctions de 
l'espèce de E, est une véritable intégrale qui doit satisfaire aux équa- 
tions («'), et qui ne rentre pas dans les procédés ordinaires de l’in- 
tégration. Le succès qu’on obtient dans ce cas particulier., peut 
donc devenir un exemple utile dans d’autres recherches. 



(44). Revenons aux équations (e') , et voyons quel pourrait être 
leur usage. 

Si on avait une table d’arcs d’ellipse dressée pour toutes les 
valeurs de e et p , à des intervalles égaux et suffisamment rappro- 
chés , cette même table pourrait offrir pour chaque arc E , le coeffi- 

dent différentiel -j - , puisque si a. est la différence entre deux 

valeurs de c consécutives , le coefficient différentiel se déduit des 
différences finies par la formule 

= AE — A S E — etc., 

AE , A’E, etc. étant les différences premières , secondes, etc. re- 



Digitized by Google 




f 4 PREMIÈRE PARTIE. 

la tires à c , données immédiatement par les nombres de la Table. 

U ne Table ainsi disposée , ferait connaître la fonction F pour toute 

valeur de c et <p , puisqu’on a F=E — c j-. C’est le moyen que nous 

avions proposé dans les Mémoires cités de 1786, pour éviter l’em- 
ploi des arcs d’hyperbole , ou celui des fonctions F. 

Une Table des valeurs de la fonction F , dressée de la même ma- 

db’ 

nière avec le coefficient différentiel ^ correspondant h chaque terme, 

serait propre également à remplacer les arcs d’ellipse, puisque la 
seconde des équations ( e ' ) donne 

E = b' (F ■+■ c g ) + » COi « - 

Le travail pour former une Table un peu étendue , telle que nous 
venons de la proposer , est trop considérable pour croire qu'il soit 
jamais entrepris ; si cependant les intervalles par lesquels on fait 
croître c et <p n’étaient pas trop rapproches, la Table pourrait encore 
être fort utile, sans que le travail de sa construction excédAt la 
patience d’un calculateur zélé. 

Je proposerais donc comme chose fort praticable , que l'on cons- 
truisit une Table d’arcs d’ellipse ou de fonctions E(c , p ) pour 
toutes les valeurs de p , de degrés en degrés, et pour toutes les 
valeurs du module c mis sous la forme sin 0 , aussi de degrés en 
degrés. Cette Table ne contiendrait que 8100 nombres, calculés 
avec sept chiffres significatifs ; et en y joignant les différences pre- 
mières et secondes , on pourrait étendre son usage à toutes les valeurs 
de c et <p. 11 serait facile dans chaque cas particulier , de tirer de 

cette Table la valeur du coefficient , au moins pour les valeurs 

de c et de p comprises dans la Table. Enfin on pourrait à la rigueur 

• • dE * 

éviter entièrement la formation des coefficiens t- . ou celle d’une 

de ’ 

Table particulière pour les fonctions F , puisqu'il sera démontré 

dE 

ci-après que toute fonction F ou tout coefficient , peut s'exprimer 
par deux arcs d’ellipse. 



Développement 
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Développement des Jonctions F' et E' en séiits. 
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(45). On peut déduire des équations ( e ') deux équations diffé- 
rentielles du second ordre propres à déterminer séparément les 
fouclious F et E ; ces équations sont 



/. . i — üt* <»' K" i »in e co> p 

+ + — V— = 

f v ddE 1 — c* d E r sin ç> cr>* ç 

O - c E = 



1—3..* dF 



O 

o; 



et lorsqu’on considère les fonctions complètes , ces équations de- 
viennent 

, tS iMF< . i— 3c* JF' 

-%r = o 



de 



/ i\ dd E* , i~c* d E* , 

(* - C + — + E =°. 



Celles - ci se simplifieront encore en faisant c — sin 0 , ce qui 
donnerait 

JJF' , . . JF' 

r + cot a9. -TJ- — F’ = o 



dF 

ddE 

di* 



ds 
I JF.' 

tin 28 ‘ di 



-f- E' = o. 



On peut enfin regarder F 1 et E 1 comme des fonctions du module 
complémentaire b, ce qui donnera les équations différentielles 




d'où l'on voit que l'équation en F* est de la même forme, soit que 
l’on considère F' comme fonction de b ou comme fonction de c. 

Ces équations sont utiles pour faire connaître la loi du dévelop- 
pement des fonctions F', E' en séries. Il n’y a aucune difficulté à 
développer ces fonctions suivant les puissances de c; car les expres- 
sions F = fdq (i — c* siu*$) E := fdÿ (i — c’ sin* <p)‘ étant inlé- 

9 
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grecs depuis <p=o jusqu’à <p = j-jr, on eu tire immédiatement 



F— !(, — $* + £$.*+£**: «-+C1C.) 



E' 



Mais ces séries ne sont plus suffisamment convergentes, lorsque c 
est fort près do l'unité, et alors il convient de les ordonner suivant 
les puissances de b , en considérant b comme très-petit. 

Or d’après l’équation E' = b' (F‘+c^) = b \ ’— '/ K on peut 
pour première approximation , faire E' = i , ce qui donnera 
il (cF") , et par conséquent cF‘ = ± log ; mais 

dans le meme cas, on a c := i — a b’ } donc la première valeur ap- 
prochée de F' est F' = log ^ | 

SoitmaintenantF'=Plog(|)-|-Q, P et Q étant des suites or- 
données suivant les puissances de b’ t si on substitue cette valeur 
dans l’équation différentielle 



O-**) 



ddj' 

dF 



, i-3 b' f/F 1 

^ l ‘ 7/£ F = ° , 



on trouvera que l’équation pour déterminer P est absolument sem- 
blable à celle qui détermine F‘ ; celle-ci est de la même forme , 
soit que F soit considéré comme fonction de c ou comme fonction 
de b ; ainsi on aura d’abord 



P^I +A> + ^*. + i^V +etc . 



Désignons les cocflicienssuccessifs par r, tri, m‘, etc., en sorte qu’on ait 
P — - x -j- m b* — f— rn 9 F -f- >n m b* — f— etc. j 



nous supposerons ensuite 

F ' = (i -f- nïb‘ -f- >nb { -f- etc.) log ^ 

— m\‘b'— m’AW — m"\‘b ( — etc. 

Substituant cette valeur dans l'équation différentielle ci-dessus , on 
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aura pour déterminer les nouveaux coeflkiens A', A', etc., 1 équa- 
tion suivante , dont les ternies suivent une loi très-simple : 

0c= 3 6m b' -f- ionib l -f - 1 ^m’b* -f- 18 ni" b* -(-etc. 

— 4 /»' — 6m’ b' — ïam’ b* — i6rn"b s — ao m’b' etc. 

— a*/n'A' — 4 Vm'A’A* — G vn'A'A 4 — 8 */»’ * A "A 8 — i o’w'A’A* — etc. 

A A'+S'nj* A' ^+ 7 •/n'A'A* -f-gVn 1 ' A 1 ’A'-f-etc. 

Observant ensuite qu’on a a*/ 7 i' = 1 , 4 Vn' = 5Vn', 6‘m’= 5'm’, etc., 
on trouve successivement 



A' = 1 

A '“'+Êj 

A' = i + 



51 

A "-« + è’ 

etc. 



+ 



5.6 

5.6 ’ y. 6 



de sorte qu’on a en general A w = A c *~°+ ^i^ an - D’après cette 

loi , il est facile de voir ce que devient A w lorsque n est très- 
grand ; considérons pour cet effet la suite 



ax* ai* , nx* , ax* 

* — n+si + o ■+• + ctc - » 



laquelle peut être mise sous cette forme 



7 



— ax ^ + ^4.^+1+ etc.) 

— ( x *+T + T + 7 + elc -)* 



on aura en sommant ces suites, y— xlog^^)-j-log(i — x‘) = 

(i+x) log ( i-f-x ) + ( 1 — x) log ( 1 — x ). Soit x = 1 , on aura 
7 = a log a ; donc la limite des quantités A', A', A", etc. est 
a log a ou i,386, etc. Cela posé, la valeur complète de F 1 , te 
développe ainsi : 
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ca 



F' = log | b' (log j — *) 

+ S?^( 1 o Sè- , - 3 £ - 4 ) 



, i*. 3*.5*.7* ,, /, 4 

C Io s *— - 1 

etc 



a 

‘M' 



9 

575 ' 



T» 



i) 



Connaissant F', on aura immédiatement E' d’après l'équation 



E' = A : F' + b'c -J- = A*F' — A (î — A*) ~ , et il en résulte 

c= .+u-(io S 4- ; y 

+ r- | il ( ,0 sî — A '~ éî) . 
+j?-s J, ( , »S8- A '-rs) 
+rS-f8‘'0“6s- A '-, J i) 

4 - etc., 

expression dont la loi est manifeste et qui s’accorde avec celle 
que nous avons donnée sous une autre forme ( Mcm. de l’ Acad . , 
1786 , pag. 65o). 

JJ es changement qu’on peut Jaire subir au paramètre 
dans les Jonctions elliptiques de la troisième espèce. 



d?' 



(46). Soit 77 = ^!”, et soit a une constante indéterminée, on 

trouve par la différentiation , 

dp dç I— r*sin*$> 

i-J-At/j 1 A * (1 — c a Mii k f)cos s ?-t~ <t *»n*f* 



Supposons que le dénominateur ( 1 — c*sin*p) cos’^ 4~ a sin'ip soit 
égal au produit des deux facteurs ( 1 4- » »in* ï) ^ 4"^ sin*<p) , la 
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râleur de « devra être 

* = (.+i»)(«+£) 

et alors l'équation différentielle se décomposant ainsi , 

dp d»|~ » I î__ 

> + “P‘~ A j ^51^ 

n 

son intégrale est 

n (n) + n (-£) = F -f- ^ arc tang V/ -- (/') , 

formule très -remarquable au moyen de laquelle toute fonction n 
dont le paramètre est plus grand que le module c, peut toujours 
être transformée en une autre dont le paramètre sera plus petit 

que c; car des deux paramètres n et — , il est évident que l’un est 

toujours plus grand que c et l’autre plus petit. Les fonctions n qui 
se transforment ainsi l’une dans l’autre , ont d’ailleurs le même 
module c et la meme amplitude ip; c’est pourquoi, au lieu de les 

désigner par Tl (n, c, <p) , c , <fr), nous les désignons sim- 
plement par n («) , n en ne signalant que l’élément par lequel 

les deux fonctions diffèrent l’une de l’autre. 

La formule générale (_/”) appliquée aux cas de n—c et de 
n= — c, fournit ces deux corollaires , 

n( c ) = iF + r jp.reujg 

n (—<) = ; F + ^ .re tang 

Ainsi dans ces deux cas, la fonction de troisième espèce se réduit 
immédiatement à une fonction de première espèce. 

(47). Il y a trois cas à considérer dans la formule (J') , selon que x 
est positif, zéro ou négatif. 

Le coefficient a sera positif toutes les fois que le paramètre n sera 
positif, ou toutes les fois que n étant négatif, il sera compris entre 
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— i et — c* ; en d'aulres termes a sera positif si le paramètre n 
est de l'une des deux formes «=col* 0 , n — — i -f- A* sia* fi. Alors 
l’équation (f* ) contiendra un arc de cercle réel , et par cette 
équation on ramènera l'une à l’autre les deux foiictioDS n (n) , 

»(S> 

Dans ce premier cas , si l'on fait ç — £ -x , on aura entre les fonc- 
tions complètes cette relation 

w +"'(£) = F' 

(48). Si l’on fait a. = o , on aura n = — 1 ou n = — c 1 , alors 
l’intégrale J" se réduisant à p , l’équation (/' ) devient 

n(-.) + n(~cO = F + î^. 

Ce résulta! est facile à vérifier ; on a en effet par les réductions déjà 
connues , 

n(— 1)= = F — l E + i A tangip 

v ' J Acot’f b‘ 1 b‘ n 

n f r J 9_ 1 c c* tin ç C<M 9 

n (—c‘)=j ^=J-.E w . 

et la somme de ces deux quantités se réduit à F -f- ÎÎZ££. 

La fonction n ( — 1) qui se ramène immédiatement aux fonctions 
de la première et de la seconde espèce, est celle qui donne la 
rectification de l’hyperbole (art. i 3 ). Elle a une valeur infinie lors- 
que ç = ~ x , parce qu alors elle représente la longueur totale de 
la courbe jusqu’à son extrémité infinie ; et c’est aussi ce que donne 
la formule précédente ; mais cette formule serait en défaut si on 
voulait faire <p > ~x ; elle semblerait donner une valeur finie pour 
n( — 1), tandis que cette valeur, composée de la partie où 
et d’une autre partie , est nécessairement infinie. C’est du moins 
ce qui parait résulter de la formule intégrale n ( — 1) considérée 
en elle-même , et sans rapport à aucune courbe ; car nous suppo- 
sons toujours A positif. 

(49). 11 reste à examiner le cas où « est négatif; ce cas aura lien 
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toutes les fois que le paramètre sera négatif, mais non compris 
entre — i et — c‘ -, de sorte que n devra être représenté par l'une 

ou l’autre des formules n — rL-r n = — c* siu* 6. 

sm 6 ’ 

Soit donc n= — c* sin*6, et *= — £,on aura£=^|(i — c*sin*6), 

et l’intégrale ^ ^ devient ou ™ log S donc 

alors l'équation (f ) devra être remplacée par la suivante : 

n (")+ n (•7) = F + zçg lo S Cî^uIîJ)' 

Mettant dans cette équation les valeurs de n et de 6, et observant 
que \/( 1 — c * ® ) peu* être désigné par A ( 8 ) , tandis que 
ÿ'( i — c*sin’ p) l’est par A ($), on aura celte formule géuérale pour 
le cas de a négatif : 



^ \ »m‘ i) ^aa(8) ® \A (f) tang 8 — A (I) rang q /' 



11 est à remarquer que le second membre de cette équation devient 
infini lorsque ç — 8 : en effet, comme on a 



n 




on voit que le dénominateur de la différentielle est zéro lorsque 
9 =8 , ce qui rend , pour ce cas , l’intégrale infiuie. 

Lorsqu’ensuite on suppose $ > 8 , le dénominateur devient né- 



gatif, et la valeur de n Ç — redevient finie par la destruction 

mutuelle des parties infinies et de signes contraires. Mais alors la 
formule a besoin d'être rectifiée pour ne pas offrir le logarithme 
d'une quantité négative, et il faudra l’écrire ainsi : 






«ans P . A ('») tango 4- A (?) tang 8 
aA (() ° A (6) tang ç — A (f) tang S 



die aura lieu depuis tp = 8 jusqu’à $ = { 

Lorsque jir, cette formule donne entre les fonctions eom- 
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plètes la relation 

IT (- c* sin* fl) +n* (- = F-, 

où l'on voit que les logarithmes ont entièrement disparu. 

J’observe sur cette dernière équation que la fonction n( — c‘ sin* G}, 

qui représente l'intégrale ^ fa. > es * nécessairement plus 

grande que Ç ^ ou F, et qu'ainsi IT ( — c*sin* 6 ) est plus grande 
que F‘; l'équation précédente ne peut donc subsister à moins que 
IT ^ — — ^) ne soit négatif. Or, ce résultat s’explique facilement par 

la nature de la fonction n ( — èib - ') 1 U ’ est P os ' l *ve depuis 9 = 0 , 

jusqu’à ?fc=9, et négative depuis p =6 jusqu’à 1 p = | it; il faut par con- 
séquent que la partie négative soit plus graude que la partie positive. 

(5o). Au reste pour éviter toute anomalie étrangère à l’objet dont 
nous nous occupons , et pour ne considérer des fonctions n que celles 
qui sont positives et fuies , nous ferons abstraction , dans tout ce 
qui suit , du cas où le paramètre n est à la fois négatif et plus grand 
que r unité. 

Si ce cas se rencontrait, on pourrait, au moyen de la formule de 
l'art. 49 , réduire la foncliou proposée n ^ à la fonction 

Il ( — c* sin’fl ) qui n'est sujette à aucune difficulté ; l'anomalie tom- 
berait alors sur le terme logarithmique joint à cette fonction. 

Cela posé , les fonctions II , eu égard aux diverses valeurs du pa- 
ramètre , se rapportent à trois cas principaux qui exigent des déve- 
loppemens particuliers. 

Premier cas. Si le paramètre n est positif, on pourra toujours lui 

donner la forme n = cot *6 , et on aura alors t/ct = 

9 r sin 9 cos 9 

— fèlA 41 . 

un 8 cris S' 

Second cas. Si le paramètre n est négatif, mais qu’il soit com- 
pris entre — 1 et — c*, on pourra le désigner par la formule 
1 1 , • . fl .1 / ü>* sin fl co» â 

n = — 1 + i* sin* 9 , et alors on aura y/* s= — ( 

l> % sin fl coj Ô 

— “AlMT „ . . 

Troisième 
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Troisième cas. Si le paramètre n est négatif et plus petit que c*, on 
pourra fairen = — c*sin*8, et on aura = fi), y' — i. 

On verra ci-après que les deux premiers cas pourraient être 
censés n’en faire qu'un , attendu qu'une fonction qui appartient à 
l'un de ces cas, peut être transformée en une fonction qui appar- 
tienne à l'autre cas. Il n’en est pas de même du troisième cas qui 
diffère essentiellement des deux autres; car les fonctions qui se 
rapportent aux deux premiers cas , entraînent toujours dans leur 
comparaison des arcs de cercle ; tandis que les fonctions qui se rap- 
portent au troisième , n’admcltcut dans leur comparaison que des 
logarithmes. 

Il semblerait naturel d'ajouter à ces trois cas celui où l’on sup- 
poserait le paramètre n imaginaire ; mais nous prouverons ci-après 
que ce quatrième cas est inutile à considérer, et qu’on peut tou- 
jours y suppléer par des transformations convenables. 



(5i). Soit maintenant p — et k un coefficient indéter- 

miné, on aura par la différentiation , 

# 

dp I — a sïn* p -f-c*«ir»* p dp 

i -f- Ap a i -f - ( h — c* ) üiq* * — k «in* p * A 

si on fait ensuite le dénominateur 

— c*) siu*p — k sin 4 p = (i -+-n sia’^)(i — msîn*^) 

il en résultera k—mn , (i + n) ( i — rn) = b‘ , et l'équation diffé- 
rentielle prendra la forme 

dp rfjriJ-n i i — m I c* ~1 

1 +*•/>* il » ‘ m ’ 1 — m iin‘f mit _J* 

d'où l’on tire en intégrant , 



•feO- 



, /i — x r* c i ' . t^masin pcoJp 

^ n( „)^_^ n ( _„ 0= _ F 4.__ ar c tang— s 

Par cette formule les deux fonctions II (n ) , ü ( — m), peuventêtre 
réduites l’une à l'autre, pourvu qu’entre les paramètres net— -m, 
on ait la relation 

( i -f-n) ( i — m) = 6‘. 

10 
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Celle relation est telle , que si l'on fait « = col 1 S , on aura 
— m — — i -+• 4* sin* 8 ; d’où l’on voit que les deux premiers cas 
du n* 5o , n’en font à proprement parler qu’un seul , puisque la 
réduction d'une fonction à l'autre peut se faire immédiatement au 
moyen de la formule 



n(cot* 0 ) = Ttri^pr n C— * + b% sin *®) 

e*wn*0 , fin 8 cos 0 . ain a co«$A (b , 6) 

+ T-l' 15 H F + MT7T) arc Un G " tan S 60(c,e) 



(5a). Si dans la formule ( g ') , on fait m = c* sin* 8, l’équation de 
condition (i+n)(i — m)=b*, donnera n (cos , 5-f-Æ’sin , 8)= — c*cos*3, 
d’où il suit que «pourra aussi être représenté par la valeur n— — c*sin*A, 
et alors on aura entre 8 et A la relation siu*A(cos*84-4‘siu’ , 6)=cas*8, 
d’où résulte 

i = b tang 6 tang A ; 



c’est ta même relation qui donne F ( 8)-f-F(A) = F 1 . 
Ou aura donc dans ce cas la formule générale 

i — , ■ ,ù\ ■ l — c*«in*A 
■ fl ( — c* sin* 8) -f- - 



c* sin*0 

F 



*iu*ti *»n a à 



a sin d sin a 



. n ( — c*sin*A ) 

rm*A v J 

A -f- *in ? sin A fin 9 cosf 
sin A sin f cot p 



1 /A -f- c* sin 6 si 

ÎG 8 



)■ 



au moyen de laquelle on pourra réduire l’une à l’autre les fonctions 
n (— c* sin" 8),n(- c* sin* A ) , pourvu qu'entre les paramètres on 
ait la relation i = b tang 8 tang A. 

Ainsi, non seulement les fonctions n dont le paramètre est néga- 
tif et plus grand que l'imité , peuvent se réduire aux fonctions dont 
Je paramètre est plus petit que c* (art. 49 ) > mais celles-ci peuvent 
encore être réduites au cas où le paramètre, toujours de forme 

— e*sin* 8, n’excède pas i — b; car dans le cas où l'on aurait 8= A, 

l'équation i = b tang 8 tang A donne sin* 8 — j-j » et P ar cons ®~ 

quent e*sin*8=i — b; dans tout autre cas, l’un des paramètres 

— c*sin*ê,— c*sin*A, abstraction faite de son signe, sera néces- 
sairement plus petit que i — h. 

Le cas de 8 = A mérite detre remarqué; alors la formule géné- 



% 
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n ( — I 4- £ ) — F -\ 0 B ( 

ab 46 ® \A — (1 — A)sinfco»j/‘ 

Ainsi la fonction de troisième espèce n{— i+/<) g e réduit indé- 
iniment à la première espèce , et ou a en particulier pour l’expres- 
sioii de la fouction complète. 



n-c_,+A) = i+* F '. 

On pourrait , en choisissant d'autres valeurs de p ou d’autres diffé- 
rentielles que -~kÿ * parvenir à d’autres formules de réduction pour 

les fonctions n ; mais la plupart de ces formules rentreraient dans 
es deux que nous avons trouvées , ou ne seraient qu’une combi- 
naison de ces deux formules et de celles que nous exposerons dans 
Je chapitre suivant; c'est pourquoi nous ne nous y arrêterons pas 
davantage. r 



c omparaison des fonctions elliptiques de la troisième espèce. 



(53). Considérons les deux fonctions semblables 



17 ^ /( 1 4 - » ùn't) A (tf » n (4) — /(T+rS 



-f- « «0*4 ) Û4 ’ 



et supposons , comme nous l’avons fait pour les fonctions de la 
première et de la seconde espèce, qu’on a l’équation F (9)4- F ( 4 ) 
(m) — o, p. étant une constante; alors si on fait n ( 9 ) 4-17 fin 
— n (ai) = 9, on aura ' W 



«“/Dr 



tl$ 



J4 



n fm'ç) A (f) ‘ (i + n sin‘ 4 ) A (4) 



)]• 



celte intégrale éUnt prise de manière qu’elle s’évanouisse lorso 

9=0 ou lorsque 4 = A 1 - 1 



ne 



Mais 



puisque as est constant, on . ^ 4. 0 , dloù résulte 

O — r *? . . n ( dn ’4 — a inV) 




7 g première partie. 

Or on a trouve (art. 5i) df A(<p)-{-lf4A(4) =:<;, ^( s i |, ftsinpsin4)j 
leprcmiermembrescréduità^[A’(ip) — A*( 4 )]= 3 ^(siu* 4 — siu‘ip)j 

donc en faisant sin’p -f- sin*4 = p , sinpsin4=7> on a 

£^(sin*4 — sin’p) = sin p--dq ; donc onfiu ‘ 



Q=/r 



n sin » dq 
+ "P+ n 9'' 



Ma is de l’cquation cos <p cos 4 — sin tf sin 4 A (u)=cos ft , on déduit 
i — p-f-q‘z= [cos/i+t/à (fi)]*, et par conséquent 

p = sin’ fi — 39 cos fiA(u) -f- c’ 7 * sin’fi ; 

mettant cette valeur de p dans la formule précédente , on a 




n ain ft ,dq 

+ n sinV — a«^ co»fiii(ft)4-9’C''‘+ )' 



Effectuant donc l’intégration , et faisant comme ci-dessus ar= 
(«+«)(' +0 , on aura Q ou 



n (4>)+n ( 4 )— n 00 — arc 






n \/# sia fx sin p sia 4, 



COS (A. COs p COS 






C’est la formule générale qui, pour les fonctions de troisième espèce, 
correspond à la formule F (<p) -f- F (4) — F («) = o pour les fonc- 
tions de la première espèce , et à la formule E(p) -f- E(4)— E(fi) 
— c* sin fi sin <p siu 4 pour les fonctions de la seconde espèce. 

Ainsi la différence qui est zéro dans les fonctions de première 
espèce , et algébrique dans celles de la seconde espèce, est exprimée 
par un arc de cercle ou par un logarithme dans les fonctions de 
troisième espèce. Je dis arc de cercle ou logarithme , car on voit que 
le second membre de l’équation (A') sera un arc de cercle ou un 
logarithme, selon que a sera positif ou négatif, c’est-à-dire, selon 
que la fonction n se rapportera aux deux premiers cas ou au troi- 
sième de l’article 5o. 



(54). De l’éqnation (A') et de toutes celles qu’on peut former sem- 
blablement entre trois fonctions n, nous conclurons que si 1 , A, 
l , etc. sont des entiers positifs , on pourra toujours faire ensorte 
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qtae l'on ait 

jTI (?) + ATI (4) + /n (a) + etc. = W, 

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle ou par loga- 
rithmes. Il faut pour cela établir entre les amplitudes ?, 4> ", etc. , 
la relation qui donue 

'T (?)+ C4) + /F (") ■+■ elc - = °, 

et cette relation peut toujours être exprimée par une équation 
algébrique entre les sinus des angles ?, 4 > * , etc. Ce résultat ne 
souffre aucune exception , et aurait lieu même quand le paramètre n 
serait imaginaire. Mais on peut considérer ces propriétés sous un 
point de vue encore plus général. 

(55). Soit P ou P (?) une fonction rationnelle paire de siu ? , 
cl soit 

z(?)=r - ,,w< *? .- 

W J V/( rtta» 

Soit Z. (4) une fonction semblable de 4 , ces fonctions ou intégrales 
e'tant prises de manièrequ'ellcs s’évanouissent lorsque les amplitudes ? 
et 4 s» 0 * nulles. Supposons qu'on ait toujours l'équation F(?)-f-F(4) 

— F(#t)=o, laquelle en prenant p. constante donne = o , 

on aura donc 

z (?) + z (4) -z o*) [P (?) - p (4)]. 

Faisons comme ci-dessus sin'? -f- siu*4 — p> sin ? sin 4 = q , il en 
résultera 

sin*? = i/) + ï V’(P'-W) 

sin*4 = \p — i V(P‘— 4?*)- 

Substituons maintenant la valeur de sin*? dans P(?), le résultat 
sera de la forme 

P(?) = M + N v/ (/>* — 4?* ) , 

M et N étant des fonctions rationnelles de p et q. On aura de 
même 

P(4) = M-Nt/(p*-4?*); 

donc P(?) — P (4) = aN V(P'~~W) = aN ( siu*? — sin*4), et 
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/4 f w - p c+fl = p™ H “z r" a — v»* *- » 

donc enfin 

Z(?)-i- Z ( 4 ) — z (/“) = — asift^/TWy. 

Dans cette formule , N est une fonction rationnelle de p et de q ; 
m on y substitue la râleur de p eu q, savoir p=$\t?p . — ay cos^ A(m) 
+ «* y‘sin*/tt, N sera une fonction rationnelle de q seule , et ainsi la 
valeur de Z (?) -f-Z (4) — Z (jt) pourra toujours se déterminer par 
arcs de cercle et par logarithmes. 

En general si i, lt , I, etc. désignent des nombres entiers positifs, 
ou négatifs , et qu'on établisse entre les angles ?, sj. , ai, etc. la rela- 
tion qui donne (F (?) -f- AF (4) + fF (a) -f-etc. = o ; ou aura en 
même temps 

Æ (?) -f- AZ (4) + 17 . (*) + etc. = \V, 

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle et par loga- 
rithmes. La même propriété aura lieu quand même P contiendrait 
des puissances impaires de sin ? ; car la partie de dL affectée 
des puissances impaires , s'intégrerait par arcs de cercle et par 
logarithmes. 

Il en est absolument de même de la fonction 



; w*/i 



P dx 



ÿl*+Cx +yx? -f tx' ■+■ tr 4 )* 



P étant une fonction rationnelle de x , et on pourra toujours trouver 
une équation algébrique entre x , y , s, etc. , telle que la quaulité 

Æ (x) + AZ (/ ) + IZ (s) -f- etc. 

soit déterminable par les arcs de cercle et les logarithmes. 

(56). Revenons h la formule (h 1 ) d’où l'on doit déduire tout ce 
qui concerne la comparaison des fonctions de troisième espèce. 
Nous avons déjà observé que dans cette formule l’arc de cercle 
doit être remplacé par un logarithme , lorsque le paramètre est de 

la forme n — — c*sin‘fl; alors on a \ /a. = A (9) . \/ — i , et 
parce qu’en général arc Ung zy / — i = j log ' si l'on fait 
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pour abréger , 



sin fi cotpA (jn ) — cos 8 siit »A(8) 
i — c* siu' 8 sin* fi 

sin 8 coi ( fi) -t- co» 6 sin «A ( t ) 
î — e* sin' 8 «n> 



= $in n", 
— sin p. 



la formule (A') se changera en celle-ci: 



n (?)+ n (4) — n (m) _ log (- 



-f- c*sin 9 *in/x\sin p sin 4\ 
-f- c*sin6 sin ft W »in ^ sin 4 ./ 1 



et l’on peut remarquer que les angles auxiliaires /*', /t* sont ceux 
qui donneraient 

F(8)~F(^) = F( A *'),F(fl) + F^)=FC A4 '). 

Au reste, comme on peut immédiatement convertir en logarithmes 
les arcs dont les tangentes sont de la forme tv' — i , on pourra se 
borner à n’employer que l’équation (A") dans toutes les comparaisons 
qu’on aura à faire des fonctions H , selon les diverses valeurs de n ; 
niais pour faciliter les applications, nous croyons devoir rapporter 
ici les formules qui ont lieu dans quelques-uns des cas les plus 
simples, en y joignant celles qui concernent les fonctions de la pre- 
mière et de la deuxième espèce. 

(5j). Soit, »*. on aura successivement pour les trois 

espèces de fonctions elliptiques : 

FO)+F(4)-F‘=o 

E($) -f- E (4) — E 1 = c*siu 9 sin 4 

nw + n(4)-ir-5J;«. 

La relation entre $ et 4 est donnée par l’équation b tang$ tang4= 1 » 

d’où l’on tire sin 4 = et *1** 9 — t-rrh Quant à la valeur de « , 
T û(e) r o(4) 

elle s’exprime suivant les differentes formes d en, comme on l’a vu 
(art. 5o). 

Si eu particulier on a f =4> cc 9 U * donne tang ^ = pj, 
sin <p= les formules précédentes deviennent 




8 o 
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F (W = î F* 



n (p) = 1 n‘ +~ arc tang ; 



elles servent ainsi à la bisection de la fonction complète. 

Soit , a*. 4 = p et n = p, , l'amplitude p, se de'duira de p par 
les formules de l’article ai , et ou aura pour la duplication des fonc- 
tions, les formules 



aF (p) — F (p.) = o 

aE (p) — E (p.) = c‘ sin*p sin p, 

an (p) — n (p.) =^~ arc tang (■ 



n{/<* sin*^ sin f, 
i -f- n — n coa* p coa ç 



■> 



I.es mêmes formules serviront à la bisection , en déterminant p par 
le moyen de p,. 

Soit, 5*. 4 = et P — $ J > <Pj étant l’amplitude qui donne 
F (p,) = 5F (p) , et qu’on détermine par les formules de l’article aa , 
on aura pour la triplication des fonctions , les formules 



3F (p) — F (p 5 ) = o 

5E (p) — E (p j) = c‘ sin p sin p, ( sin p -f- sin p, ) 



sn 



(p)— n(p,) = arc tang ( 7 ^^ 



n v/t sin f sin f , sin f g 



cos ÿ cos s, cos 

.1 . / np'a sin*esin e, \ 

•+• TT arc tang ( — — — — ). 
y « B \i+n — n cos’pcosf,/ 



«) 



Dans le cas où Pj = £ ir, on a pour la trisection des fonctions com- 
plètes, les formules 



3F(p) = F* 

3E (p) = E 1 + c* sin p sin p, ( 1 -}- sin 1 



3n(p)=n i +p ; arc 



tang(^.r > »‘) 

ny/et sin p «n ç. 



+ 1 ^ . / n y et sin ® «n ç, \ 

77- arc tane ( — , v — — — ). 

ytt ° \i -f- n — ncos'Ç cos 



Quant aux valeurs de p et p,, elles se trouveront par les ar- 
ticles a3 et a 4 - 



yonmhon 
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Formation d'une suite mfinie de fonctions elliptiques de 
la première espèce , liées entre elles par des rapports 
constans. 



( 58 ). Jusqu’Ici nous n'avons comparé entre elles les fonctions 
elliptiques de la première espèce, qu’autant qu'elles avaient le même 
module, ou qu'elles pouvaient être considérées comme représentant 
différens arcs d’une même courbe ; ces comparaisons ont ensuite été 
étendues , d’après le même principe , aux fonctions de la seconde 
et de la troisième espèce ; et les théorèmes contenus dans les for- 
mules (f) et ("') supposent encore que le module est le même dans 
les deux fonctions comparées. 

Nous allons faire voir qu’on peut , par une loi très-simple , former 
une infinité de fonctions elliptiques de première espèce , qui diffèrent 
les unes des autres tant par le module que par l'amplitude , mais 
qui ont la propriété fort remarquable d'être entre elles dans des 
rapports constans. 

Considérons les deux fonctions F(c, ^)=^* c^iîn 7 ) * F( c > p') 

— f j ' i e dis f l ue si , on fail c ' — * el T 1 * 5 r ° n 

détermine P' d’après l'équation sin ( 2p' — ?> ) = c sin ?> , on aura 
généralement 

F( c ',<p') = i±- c F(c,*>). 

En effet l'équation supposée donne d’abord cos ( a p'~p) — A; ainsi 
ou aura successivement : 



cos ap' = A cos p — c sin'fp 
a cos* p' — i — c sin'f -f- A cos p 
a sin* p' ss i -f- c sin*£ — A cos p 
a sin p' cos p' = sin p (c cos p -f- A ) 

a dp' — (c cos p -f- A) 



— siu* p') 



c enf s 4 - A 
1 +c 



tf 
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Des deux dernières on tire • ~ , ce <Jtii donne 

en intégrant, F ( c', 9 ') = - y f F (c, <p). Nous n’ajoutons point de 

constante , parce que les amplitudes 9 et 9' s’évanouissent en même 
temps. On voit donc par ce résultat que les fonctions F ( c', 9') , 
F (c, 9) seront entre elles dans un rapport constant, quelles que 
soient les amplitudes 9' et 9, pourvu qu’elles soient liées entre elles 
par l’équation sin (29' — 9)^ c siu 9. 

Observons que comme l’arc 9 croit indéfiniment, et peut être de 
tant de circonférences qu’on voudra , l’arc 9 ' croit aussi indéfiniment, 
mais de manière que a p ' — 9 est toujours renfermé entre les limites 
-j- 0 et — 6 , 6 étant l’arc dont c est le sinus. En effet, puisqu’on a 
siu ( a^' — 9 ) = c sin 9 et cos(ap' — 9) A , A étant toujours 
positif, on voit que 29 ' — 9 est toujours égal au plus petit arc </l , 
positif ou négatif, déterminé par l’équation sin J\ = csinp =sin Osin 9; 
ninsi on a toujours p* = ^ <A ou <p = ap' — </t. D’après cette 
observation , on n’aura jamais aucune ambiguité à craindre dans la 
détermination des valeurs respectives de 9' et 9. 

Si l’on fait 9' , on aura 9 =-» et F ( c , p) = aF' (c) ; ainsi 
les fonctions complètes F 1 (c'), F 1 (c) ont entre elles cette relation 

F’(eO = (t + e)F’(c). 



( 5 g). Concevons maintenant qu’à partir du terme donné c, on 
forme une suite infinie de modules c, c', c, c ", etc., d’après 
la loi , 



c '— a V /c 

C ~ . +c» 



a l/c' 



i+c'* 



_ W*" 
~ 1 •+•*'* 



etc. 



Cette suite de modules qui est continuellement croissante , aura peor 
limite l’unité, et atteindra sensiblement çetle limite au bout d’un 
assez petit nombre de termes. 

Si on appelle par analogie A', A', A', etc. les complémens des 
modules c', cf , c*, etc. , la suite A', A', A', etc. sera continuelle- 
ment décroissante , et cbaque terme se déduira du module précé- 
dent suivant cette loi • 



A'= 



1 — c 
1 -t- c 



s 
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Soit ensuite ® , p', ®', p", etc. la série des amplitudes qui se dé- 
duisent chacune de la précédente par les formules 



sin (a®' — p ) = c sin ® 
sin (a®* — ®') = é sin p' 
sin (a ®" — p’) = c* si u ®* 
etc. 



on formera de cette manière une suite infinie de fonctions de pre- 
mière espèce F (c , p ), F (c', p’) , F ( c', p’) , etc. , entre lesquelles 
on aura les e'quations 



F(c',®') = i±JiF(e,®) 

F(c', p’) = I^F (c',®') = . !£'f (c, p) 

F(c', p") = i±^F(c*,®') = . i±f . !±£! F (c, ®), 

etc. 



d'où il suit que deux quelconques de ces fonctions sont toujours 
entre elles dans un rapport constant pour toutes les valeurs des 
amplitudes correspondantes. 

Quant aux fonctions complètes , leurs rapports seront également 
constans, et l'équation F* (c , ) = ('-HO F'(c), déjà trouvée, don- 
nera successivement 



F‘Cc') = (. + e)F'(e) 

F- (c*) = (, + c') F'(c') = (, -f-c) (.-f-e') F- (c) 

F' (O = (i+c*) F- (c*) = (i+c) (i+c) (i+c*) F' (c) 

etc, 

( 60 ). On peut encore donner à ces résultats une plus grande 
extension. En effet , la suite infinie de modules c , c', c, etc. , qui 
est croissante dans un sens, cl qui a pour limite l'unité , peut être 
prolongée à l'infini dans le sens contraire où elle sera décroissante 
et aura pour limite zéro. Désignons par c , c*, c ”, c*“, etc. cette 
suite décroissante ; la loi qui lie deux termes consécutifs sera 
semblablement 



»iZc* 

c ' i + c*’ 



, 

c — i +t - ' 




etc. 
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Mais pour former chaque terme au moyen du precedent , il sera 
plus simple de se servir des valeurs suivantes , où b', b", i°*“, etc. 
désignent les complémens des modules c*, c°" > c"°, etc. , 



e* 



i — b 
i \-b* 



i — b° 
1 -J -b' 



— b 

+ F» » 



etc. 



Cela posé, si on désigne par 9, 9°, 9 , % 9”% etc. la série des am- 
plitudes correspondantes aux modules c, c°, c°°, c°°‘, etc., on aura 
d'abord sin (29 — 9 e ) = c°sin 9°, équation qu’il faut résoudre pour 
déduire 9’ de 9 ; on eu tire successivement 



• .. / , , . sin t cos a 

Sin 9* = ( 1 -f- b) ï— — - 



cos 9 



, 1 — fi 4 M sm*» 



__ I — ( l — 6) sin* a 



û(c% 9 ‘) = 

langÇ . = LL+*)^. 

0 T 1 — 4 ung‘ t 



Cette dernière peut se mettre sous la forme très-simple tang (9*— 9) 
— b tang 9 , et on en déduirait sans ambiguité , 

9°= 29 — c' sin 29 4- ï c” sin 49—5 c ,J sin 69 etc. , 

ce qui s’accorde avec la remarque que nous avons faite sur la 
valeur toujours limitée de 39'— • 9 , qui s'applique à 39 — 9*, 
29“ — 9*% etc. 

Supposons donc qu'après avoir déterminé les modules décroissans 
c *, c**, c°", etc. , ainsi que leurs complémens b ", b° c °, etc. comme 

il vient d’être dit, on calcule successivement les amplitudes 9°, 9°*, 
9”°, etc. par les formules 

tang (9* — 9 )— b tang 9 
tang ( 9 ” — 9" ) = b° tang 9* 
tang (9”“— 9*”)= b” tang 9”. 
etc. 

Alors on aura une suite infinie de fonctions F (c, 9 )> P (c*,9*), 
F (c~, 9*“) , etc. liées entre elles par des rapports constans , en 
cette sorte : 
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F (c, ? ) = !±-^F (,%*•) 

F(c-, r) = ~7~ F (e**, ^“) 

F (c”, ip”) = F (c*“, $•••) 
etc. 

Lorsqu'on fait tp -a", on a <p’ = ir , 9" = air, ?**•== elc - » 
d’où il suit que les fonctions complètes ont entre elles ces relations 

F' ( c ) = (1 + c* ) F' ( c° ) 

F' (<=*) = (, + c")F'(c*>) 

F' (c**) = (1 +<.■•••) F' (e— ) 
etc. 

Application de la même loi aux fonctions elliptiques 
de la seconde esj èce. 

(61). Conside'rons présentement les deux fonctions E ( e, Q) = 
fttyb (c, <p) , E ( c, <p') = filç'à. ( c' , <p') ; si dans la seconde for- 
mule on substitue pour d<p' et A(c', ?') les valeurs trouvées art. 58 , 
on aura 

(a+c E (c', 9')=f^(c cos p-+-A)‘ 

= aE(c, <f) — i*F (c, p)-(-aesin<p ; 

d’où l'on voit que la fonction de première espèce F (c, <p) peut 
s’exprimer par les deux arcs d’ellipse E ( c , ç ) , E ( c', p') , puis- 
qu’on a 

b ' F (e, p} = aE (c, — (a -f-ac)E(c', $')-f- ac sin 

(6a). On a trouve (art. i 3 ) que l’expression de l’arc d'hyper- 
bole est 

T = Atang<p — E (e, (p)-f-i’F (c,ip); 
si on y substitue la valeur de A‘F (c, f) , celle expression deviendra 
T = A tang $ -f-E(c,p) — a(i -1-c) E(c', ac sin <p ; 
d où il suit qu’un arc d’hyperbole peut toujours s’exprimer par deux 
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arcs d'ellipse , ce qui est le beau théorème dont Landcn a enrichi 
la Géométrie ('). 

Nous avons déjà appelé G (p) la différence entre l'arc d'hyper- 
bole T et sa tangente A tang<p, terminée à la perpendiculaire abaissée 
du centre; cette différence s’exprime donc eu général par deux arcs 
d'ellipse , de sorte qu’on a 

G (p) = a ( i+c)E (c' f p') — E(c, <p)— 3 c sin? ; 

et en particulier lorsqu’on fait p = £ , on a pour l'expression de 

la différence entre l’asymptote et la courbe , 

G' =2 (l-f-c)E (C', ?') E‘ (c) 3C. 

Mais puisque p — î ir , on a sin ( ip' — j -x) = c sin p = c , ou 
cos 3^' = — c, ce qui donne sin* p' — » donc l’arc 

E (c', p') est celui qui se mesure par la moitié de E' (c'), et on a 
E' (c', p') = i E‘ (c') -f-i ( 1 — V )■ Substituant celte valeur dans 
celle de G 1 , il viendra 

g* = c« + OE‘00— e*(c)j 

donc la transcendante G' est égale à la différence des deux quarts 
d’ellipse qui out pour demi-axes , l’un 1 + c et 1 — c , l’autre 
1 et v/(i — c*). 

(65). La valeur de F trouvée n* 61 , est l’intégrale de forme 
particulière qui satisfait aux équations différentielles (e 1 ) de l’ar- 
ticle 43 > nous allons en déduire de nouvelles propriétés des 
fonctions E. 

Considérons une suite infinie de fonctions E ( c , ?), E(c', p'), 
E ( c*, p‘ ) , etc. formées d’après la même loi que les fonctions de 
première espèce F (c,p), F (c',p') f F (c*, p') , etc on aura 
d’abord les deux équations 

a f>* F (c , ? ) = E (c , p) — (1 + c) E(c', p') -f-csin 1 p 
i i'*F (c, p') = E (c, P') _ (, +c) E (e-, p’) + c'sin p’ ; 



C) On déduirait aisément des mêmes formules que tout arc d’ellipse peut 
s’exprimer par deux arcs d'bjperbole. 
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mais on a de plus F (c f ,(( >') = F(c, ?)> éliminant donc de 

ces trois équations les fonctions de première espece , on aura entre 
les trois fonctions consécutives de seconde espèce E(c, <p), E(</, p') t 
E (c' f p ') , celle équation 

o = \b' (i+i') F. (c, p) — (2+I') E(c', p') -+- a (, + c') E (c', p’) 

+ { y (1 —b') sin p — ac' sin p' , 

équation qui peut être considérée comme une sorte d'intégrale particu- 
Hère de l'équation différentielle du second ordre o=(i-l-c*) -j— -f-eic. 
donnée art. +>■ 

La même équation peut être appliquée à trois ellipses consécu- 
tives, prises non-seulement dans la suite infinie E(c, <p) , E (c t p') , 
E (c", p’), E ( c ", p m ) , etc. , mais eu général dans la suite double- 
ment infinie 

O , E (✓, P') , E (c, p), E (e-, <p‘) , E (e-, p °'),.. . . 

dont les extrêmes sont, d'une part, l'ellipse qui a pour excentricité 1 
ct qui se réduit à son grand axe; d’autre part, l’ellipse qui a pour 
excentricité o et qui te confond avec le cercle : il en résulte 
donc que par la rectification indéfinie de deux ellipses de celte 
suite, ou obtient la rectification indéfinie de toutes les autres. 

La formule générale se simplifie lorsqu'il s’agit de la rectification 
définie de tes ellipses. En effet si on lait p' == j ir , on aura p'= x 
ct p = air, ce qui donnera E ( <f,pf)z=z\L‘ (t?), E(c', p") = aE* (</), 
F. (c , ^ ) æ4E‘ (c) ; donc on aura entre les trois quarts d’ellipse 
E 1 (c), E 1 (e'), E 1 (<?*), celte équation 

o^l'(x+b')E' (c)-(a+V) E 1 (c*) + (i*H 0 E’ (c*). 

On aura une équation semblable entre trois termes consécutifs 
quelconques pris dans la série générale des ellipses. Ainsi la cir- 
conférence d’une ellipse proposée pourra toujours se déterminer 
exactement par les circonférences de deux ellipses , aussi peu dif- 
férentes de la ligne droite qu’on voudra , en prolongeant les séries 
dans un sens, ou aussi peu différentes du cercle qu’on voudra, eu 
prolongeant les séries dans l'autre sens. 
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Dans ce dernier cas , ii faudrait faire usage des équations 
successives 

o = (i+ c ') E 1 (c) — (a-M 0 ) E' (c”)+ b • (i-M’)E' (c”) ^ 

o = (i+c") E 1 (<f) — (a+A“) E* (c’°) + b" («•••) 

etc. , 

qu’on prolongerait aussi loin qu’on aurait cru devoir prolonger la 
suite des modules c , c‘ , c", etc. 

La détermination exacte et absolue dont on vient de parler peut 
être regardée comme un théorème fort remarquable dans la théorie 
des transcendantes ; mais si on a seulement pour but d’obtenir des 
approximations, on y parviendra plus facilement par la méthode que 
nous donnerons ci-après. 



( 64 ). Nous avons trouvé (art. 4> ) que les deux fonctions E’ (c) , 
F'(c) , tant pour le module c= sin i5°, que pour son complément 
c = sin j5', peuvent se déterminer par l’une des quatre fonctions 
supposée connue. Donc les deux séries d’ellipses formées , l’uuc 



d’après le module c — sin i5“ = \' Q — ïf~) ’ Fan Ire d’après le 
module c = sin jü’ = 1 sorlt telles, que connaissant la 



circonférence d’une seule de ces ellipses, on pourra trouver la 
circonférence de toutes les autres. Il eu est de même des deux 
suites de fonctions de première espèce F'(c) formées d’après les 
mêmes modules , et un seul terme connu dans ces quatre séries , 
suffira pour faire connaître tous les autres. 

Nous avons également trouvé(art. ja)que lorsque c=sin 45*= [/ i , 
les fonctions F* (e), E' (c) peuvent se déterminer l’une par l’autre; 
mais F'(e) se détermine généralement par les deux quantités E‘(c) , 
E* (c'), ou par les deux E' (c) , E 1 (e") , car d’après nos formules on 
trouve aisément 



iF'(c) = — E- (c) +(,+*) E- (c*). 

Donc en général toutes les ellipses qui composent la série formée 
d’après le module c = sin 45% sont telles , que la circonférence 
de l’une d'elles étant connue , ou pourra déterminer celle de toutes 
les autres. 

A 



Digitized by Google 




DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 89 

À ces trois cas generaux on peut en joindre un quatrième. 
Supposons qu’on ail b = c" = , ce qui donne & = — 1+1/a; 

etc*=— a+a/a, onauraF 1 (i)=F'(c») = î ^F , (c>=^F , (c), 
E‘ (i) = E‘ (c*). Substituant ces valeurs dans la formule (d) , on aura 

^ = F' (c) [£■ (c)+ t/aE 1 (c*) - F'(e)]. 

Mais on a d'ailleurs 6 F' (c)= ( 1 +A)E' (c*) — E' ( c) ; ainsi on 
pourra de'terminer E 1 (c) par E* ( c"), et en général dans la suite 
d’ellipses, formée d'après le module c = ^/(aj/a — a), la circon- 
férence d’une seule ellipse étaut connue , on pourra déterminer 
celle de toutes les autres. 

Méthode cT approximation appliquée aux fonctions elliptiques 
de la première espèce. 

( 65 ). Etant proposée la fonction F (c , <p) dont on veut avoir une 
valeur approchée, on calculera les modules déeroissans c', e”, e*“, etc. 
et les amplitudes croissantes <p°, <p°°, etc. par les formules de 
l'art 60; on aura ainsi successivement 

F(.,<p) = i±^F(c-,r) 

= F ( c “, P") 

.i±- .iç=rc^,r-) 

etc. 

Mais lorsque c est devenu très-petit , on a A = 1 et J" — <p. Soit 

donc <I> la limite des angles j <p% j?", g <p”‘, etc. , limite qu’ils attein- 
dront toujours sensiblement au bout d’un certain nombre de termes, 
et on aura la fonction demandée 

F(c, +<-)(,+<-•) (!+*•"), etc. 

Lorsque <p = g * , la limite <t> sera pareillement - T , de sorte 

ta 
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r'(c)=?(i+c*)(. + c «)(i+ c -), etc. 

Le produit constant (i -f-c* (i-4-e°**), etc. que nous 

représenterons par K, peut aussi s’exprimer de cette manière : 

c c* c*“ * ’ 

et sous cette forme il est aisé à calculer par logarithmes. K étant 
connu , on aura F (c , ? ) = K<& et F* (c) = K . J. 

Pour faciliter le calcul des modules décroissans , on déterminera 
un angle auxiliaire par l’équation sin^=c, ce qui donnera 
b = cos/*et c“=tang* j /x. Faisant de même c° = tang* j/i=sin/x% 
ce qui déterminera un nouvel angle /*“, on aura e“ = tang* j et 
ainsi de suite. 

Lorsqu’on sera parvenu à un c fort petit , on pourra , pour éviter 
les angles trop petits , calculer le terme suivant c° par la formule 

c =4 C +elc '> 

dont le premier ou tout au plus les deux premiers termes sufliront. 

Quant au calcul des angles <p ° , <p*°, etc. , nous n’avons rien à ajouter 
à la simplicité de la formule tang (<p“ — p) =b tang p , qui est très- 
propre au calcul trigonométrique. Nous rappellerons seulement , 
ce qui a été dit art. 6o , que l’angle p " — p est presque égal à p 
lorsque c est très-petit , et qu’en général sa différence avec p est 
moindre que l'angle qui a pour sinus c. Il faut donc prendre pour 
l’angle p‘ — p, non pas toujours le plus petit angle que donnent 
les tables des sinus, mais celui qui approche beaucoup de p, et qui 
peut être de plusieurs circonférences. 

C X E M P l *. 

(66). On demande la valeur do la fonction F(r,p), lorsque 
c = J j/(a-f-v/3) = sin 7 5* et tang p — \J . 
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Voici d'abord un tableau qui offre le calcul des modules et de 
leurs complémcns : 



Valeurs des c et b. 



c 

b 

C * 



= sin 75* o' o’oo.. 
= cos 75. o. 0.00.. 
_ ftang* 37.5o. o.ooj 
"""" (sîn 36 . 4. 16.47 J " 



l' = cos 56 . 4.16.47.. 

„ ftang’ 18. a. 8 .a 35 l 

C (.sia 6. 5 . 9.38 j 
b™ = cos 6. 5 . 9.38.. 

3 . a. 34.69}. 
(sin o. 9.43.90.) ‘ 
£•*• =3 cos o. 9.42.90.. 
c”“= { (c*) 1 -1- etc 



£*“* 



Leurs logarithmes. 

• 9-9849438 

• 9.4129963 

. 9.7699610 

• 9.9075648 
. 9 .oa 5388 o 

• 9-9975453 
. 7.4511673 

• 9 - 999998 a 
. 4 .3003761 
. 0.0000000 



Ces logarithmes donneront aisément la valeur de K, pour laquelle 
il suffira d'employer quatre facteurs. Onaura ainsi logK.=o.x{ 6 o 56 i 

etK = 1.7632037. De là résulte d'abord F' = ^ K = a . 768063 1 ; 
on trouvera ensuite parle calcul des amplitudes, 

<p — 47® 3 ' 3 o *94 
= 6 a. 36 . 3 .io 
P" = 119.55.47.67 
_ 2 ^ 0> G _ 0.19 
0> 0 . 00 . 

Les autres valeurs de <p augmenteraient en raison double ; d’où il 
suit que la limite des angles ^ ~ , etc. est 3 o* ou g ; donc on 

aF(c,f)=Rj = 0.9336877, ce qui s'accorde avec la valeur 
trouvée art. a8. 

Remarquons que puisque la limite ♦= 3 o ,, = on a F=jF'; 

et en effet celte égalité a rigoureusement lieu d’après la valeur 
que nous avons prise pour tang p. Voyez l'article 24. 
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(67) . Etant donnée la valeur de l’amplitude ® , on voit qu’il est 

facile de trouver la fonction F avec toute l'exactitude nécessaire; 
réciproquement il peut être utile de déterminer l’amplitude en sup- 
posant connue la valeur de la fonction F. Pour cet effet, il faudra 
calculer les termes de la série c% e°% etc. jusqu'à un terme assez 
petit pour être négligé. Soit, par exemple, ce terme c ou pour 
abréger c* 5 ; puisqu’on a ®° s = a®’ 4 — <~° s sin*®’ 4 -)- etc., on aura 
d'une manière suffisamment exacte ® oi = 2 ®“‘, et à plus forte raison 
<p°‘=2p° > , etc. Donc la limite des angles ;<P”% etc. sera-,^® 1 ’ 4 : 

cette limite a été désignée par®, ainsi on aura ®° 4 = iG®. D’ail- 
leurs la valeur de F étant donnée , on connaît ® par l’équation 

® = donc on connaîtra aussi ®“ 4 ~ 1G®. Cela posé , on calcu- 
lera successivement les valeurs de ®”*, ®”, ®*, ® , au moyen des 
équations 

sin (2®“ 5 — ®“ 4 ) = c‘ 4 sin ®° 4 
sin (a® 0 * — ®‘ > ’) = c° s sin ® ,J 
sin (2®° — ®“) = c°‘sin ®°* 
sin (2® — ®“ ) = c* sin ®“, 

et on aura l'amplitude cherchée ®. 

Cette méthode s’applique particulièrement à la résolution de 
l’équation F (-<{.) = «F (®), quel que soit n. Etant donné ® , on 
connaîtra F (®) et nF (®) , ou F ( 4 ); ensuite de F ( 4 ), on déduira 
l’amplitude 4 > comme on vient de l’expliquer. Ce moyen n’exigera 
jamais qu’un petit nombre d’opérations, à moins que 1 — c ne soit 
d’une petitesse excessive ; au lieu que si n était un peu grand ou 
seulement fractionnaire , les méthodes algébriques que nous avons 
données pour déterminer®, d’après l’équatiou F(®,) = nF(®) 
deviendraient très-longues ou même impraticables. 

(68) . La méthode que nous venons d’exposer est en général très- 
expéditive ; elle exigera seulement qu'on calcule quelques termes 
de plus , tant dans la suite des modules que dans celle des ampli- 
tudes , lorsque c sera extrêmement près de l'unité ; mais on peut 
s'assurer que ce nombre de termes ne sera jamais bien considé- 
rable, car dans l’hypothèse où on devrait continuer la suite c, c*, 
c*°, etc. jusqu'au dixième terme pour que ce terme fût d'une unité 
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décimale du dixième ordre, il faudrait que la valeur primitive de 
b fut plus petite que io - *', et par conséquent que celle de i — c 
fût plus petite que îo - ' **. 

L’universalité de la méthode est suffisamment établie par cette 
observation; cependant lorsque 1 — c est extrêmement petit, on 
peut profiter de cette circonstance pour simplifier les calculs , et 
procéder d’une autre manière aux approximations. 

Dans le cas dont il s’agit, la quantité b est très-petite, et comme 
on a F = C- — » , si l'amplitude p est telle que tang p 

soit beaucoup plus petite que on aura d’une manière suffisam- 
ment approchée 

T —f^ = lo S toB * ( 4 5‘ + iP). 

Si tang p est plus grande que j , il faudra transformer la for- 
mule proposée F(c,<p) en une autre où b soit beaucoup plus 
petit, afin que dans la transformée b tang p devienne une quantité 
négligeable. C’est ce qu’il est facile d'obtenir en calculant jusqu'au 
terme convenable les modules croissons c' t c*, etc. et les amplitudes 
p’ } p’ } etc. , par les formules de l’article 5g. 

Soit pour cet effet b = siu A, on aura b’ = tang*| A; soit de nou- 
veau b' = tang* \ A = sin A', on aura b’ = tang* { A', et ainsi de 

suite jusqu’à un terme b 14 qui ait le degré de petitesse exigé; on 
calculera ensuite les amplitudes p, p', p‘, p" , etc., jusqu’à un terme 
pF qui corresponde à la dernière valeur de b-, et ce terme étant 
nommé 4', si l’on fait 



R' 



a 

■ + r 



a a 
î +c' ’ i +c 



s etc. 




on aura 

F ( c, p) = K' log tang (45" + *•'). 



Cette valeur sera exacte si on prolonge à l’infini les facteurs dont est 
composé R', et la suite dont <!>' est le dernier terme; mais au bout 
d’un assez petit nombre de termes , on obtiendra en général tout le 
degré d’approximation qu’on peutdesirer. Ou aurait en même temps 




r4 PREMIÈRE PARTIE. 

pour la fonction complète F'(c), soit la valeur donnée parla formule 
précédente en calculant l'angle $' par le moyen de <p = 90% soit 

la valeur F 1 (c) = K-' --^log ~. 

U b 

X X E M P L E. 

(69). Soit comme ci-dessus c = sin y 5 ", tang $ — \J (^%)> ca 

cas est peu favorable à l’application de la méthode précédente, parce 
que 6 n’est pas une quantité très-petite. 

O11 calculera d’abord les modules croissans c', c’, c“, etc., et leurs 
complémcns b', b’, b", etc., comme il suit: 

Pâleurs des b et c. Leurs logarithmes. 



b = sin 1 5 * o' 0' 00 . . 




c= cos « 5 . 0. 0.00.. 




(tang* 7.30. 0 . 00 1 
(sin 0. 5 g. 35 . 24 J 


8 . 238858 a 




9 9999 5 48 


h ._ f^S* 0.29.47.62) 
(sin 0. o.etc. j 




m 




CW 




C* ...... 





Ensuite le calcul des amplitudes <p ' , <p', etc. donne les résultats 
suivans : 

? = 47* 3' 3o* 95 , 2 ?' — <p = 45* 

?' = 4G. 1 .45.475 
ip' == 46- « -29.41 
?" = 46.1.29.41. 

La valeur du facteur R' se réduit dans cet exemple k \/r> a * ns * 

on a log K' = 0.0074955; et comme on a trouvé Q'— 46’: '29*4 1 , 
on aura 

F (?) = K' log tang 08 ' o' 44*705. 
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Ce Jog-tangcnte pris dans les Tables, et multiplié ensuite par le 
module pour en faire un logarithme hyperbolique, donnera 

logF = 9,9G5 o547, 

on F = 0.9226877 , comme 011 l’a déjà trouvé n“ 6G. 

Si dans le même exemple on veut avoir la valeur de la fonction 
complète , il faudra faire p = 90% et calculer successivement les 
valeurs de p', p', etc. , ce qui donnera 

p' = 82° 3 o' o' 00 
p" — 82.28.2.84 
9 "= <?'■ 

Donc la limite $>' = 8s“28' 2*84, et ainsi la fonction complète 
F* = K' log lang 86“ i 4 ' 1 ' 4 3 > 

oulogF'=o.442i76i , ce qui s’accorde avec la valeur trouvée n“66. ' 
Nous remarquerons que dans cet exemple il a été nécessaire de 
recourir à un moyen particulier pour déterminer avec la précision 
convenable , l'amplitude p * qui se confond sensiblement avec la 
limite <&'. L' 'équation siu ( 2?'— p’) — c’ sin p', la plus directe pour 
déterminer p', n’est pas propre à donner bien exactement les frac- 
tions de seconde contenues dans p', parce que ces fractions influent 
très-peu sur le sinus d’un angle de 82“, trop rapproché de l’angle 
droit. Dans ce cas, et dans tous les semblables qui peuvent se ren- 
contrer, on déterminera p’ beaucoup plus exactement au moyen de 
l’équation lang (p'—p‘) = b ’ tang p’, ou p' — p‘ = JU’umg p", 

R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon : pour cela , 
il faudra mettre dans le second membre p' au lieu de p‘, ce qui 
donnera uue première valeur approchée de p ’ — p’, et par conséquent 
une de p . Substituant de nouveau cette valeur à la place de p’ 

dans le second membre, on aura une seconde valeur de p’ p ’ 

qui devra être approchée au moins jusqu’aux centièmes de seconde. 

Dans 1 exemple dont il s’agit, 011 fera donc d’abord p' p" — 

R/»' tang 82" 3 o', ce qui donnerai;)' — 1' 67*68 etp“—82°28'u’:ï2. 
Substituant de nouveau celte valeur au lieu de p", on aura plus 
exactement p' — p" — R b’ tang 82“ 28' 2'. 3 a = i' 167 , d’où 
P' = 82“ 28' a* 833 . 
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(70). On voit maintenant qu’il y a deux méthodes pour détermi- 
ner la valeur approchée d’une fouclion de première espèce F (c, y) 
dont le module et l'amplitude sont connus. Si c est plus petit que 
l/-± ou sin 45% il conviendra de se servir de la méthode du n° 65 , 
suivant laquelle calculant les modules décroissans c% c°°, c°°°, etc. 
et les amplitudes croissantes ç°, p*% p°°% etc. , on obtient la formule 
F(c,<p) = KG. 

Si le module c est plus grand que sin 45% il conviendra de se 
servir de la méthode du n° 08, qui consiste à calculer les modules 
croissans c", c , c", etc., et les amplitudes décroissantes <p' , <p m i etc., 

d’où l’on conclut F ( c , <p ) =K/ log tang (45°+ 7 ®'). 

Ces deux méthodes s’étendent à volonté l’une et l’autre au-delà 
de la limite que nous avons fixée. Mais pour diminuer autant qu’il 
est possible le nombre des transformées , il est bon de s’en tenir à 
cette limite, et de cette manière on n’aura jamais besoin de calculer 
plus de trois termes tant de la série des modules que de celle des 
amplitudes , pour obtenir un résultat approché jusqu’au septième 
rang de décimales. 

11 est fort remarquable que la fonction F puisse toujours s'exprimer 
à volonté par un arc de cercle ou par un logarithme ; mais on voit 
qu’elle se rapproche davantage des arcs de cercle si on a c*<7 , et 
qu’elle a plus d'affinité avec les logarithmes, si 011 ic‘> 7. 



(71). Nous avons fait voir dans l’article 67 comment on déter- 
mine l’amplitude <p qui répond à une valeur donnée de la fouction 
F (c , <p ). La méthode exposée dans cet article, a toute la perfection 
qu’on peut desirer lorsque c* est <7, et elle peut s'appliquer avec 
succès lorsque c* s'approche beaucoup plus de l’unité. Cependant 
si l’on veut que le nombre des transformées soit le plus petit pos- 
sible, il faudra, lorsque c*sera > Rappliquer la méthode d’approxi- 
mation de l’article 68. 

Four cela on commencera par calculer la suite e% c’, c“, etc. 
jusqu’à un terme qui ne diffère pas sensiblement de l’unité. Cette 
limite est c* ou même c', lorsqu’on ne veut pas pousser l’exactitude 



au-delà de six ou sept décimales. De là on tirera ’• 



IV étant connu, on connaîtra log tang (45°+ j $') = De ce 

logarithme 
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logarithme hyperbolique ou du logarithme vulgaire qui lui corres- 
pond , on tirera la valeur de l'angle <D', limite des angles p', f', 

Q m , etc. Si on s’est arrête à c" en négligeant la différence 1 — c“, 
alors <p m pourra être pris pour la limite O'. Connaissant <f", on re- 
montera successivement aux valeurs de p", p par les équations 

tang (<p ‘ — <p”) = i'tang <p m 
tan g (<p ' — <p‘) = b’ tang p* 
tang (?>—?') = b‘ tang <p'; 

on connaîtra donc l'amplitude cherchée <p. 

On peut par ces méthodes déterminer la fonction F en connais- 
sant son amplitude, ou réciproquement, déterminer l’amplitude en 
connaissant la fonction ; de manière qu'il suffira de calculer quatre 
à cinq termes au plus de la série des modules, et un pareil nombre 
de termes de la série des amplitudes, pour avoir dix décimales 
exactes, si les Tables dont on fait usage sont à dix décimales. Si 
elles en avaient vingt, il suffirait de calculer un terme de plus dans 
les séries mentionnées pour avoir des résultats exacts jusqua la 
vingtième décimale , et ainsi de suite. 

Propriétés particulières des fonctions .F(c) , F (b), dont les 
modules sont complérnens l’un de l’autre. 

(72). Nous avons vu qu’en prolongeant la suite indéGnic des 
modules dérivés d’un module donné c , tant dans le sens où ils 
convergent vers la limite o, que dans le sens où ils convergent 
vers la limite 1 , on a pour les fonctions indéGnies et pour les fonc- 
tions déGnies , ces deux suites d’équations 

F ^ F (<-, Ç ") F'(c)=(i +c“)F'(r») 

F (c,f) = ^. F ( c-, *") F-(e)=(i+c*Xi+e~) F‘(c~) 

F F 1 (0=(i+c' , )(i+c*“Xi-K"°)F l ((.«»“) 

etc. etc. 

l3 
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*('•*> =7^ 

F ^rt=rr-c-7Tc' F ^'^ 



r ^=nr c -TT7-7i? p (c ' ° ^TTc-TTP-TT?^ 



Mettons dans ces dernières formules C , B, C', B', etc. au lieu de 
c, b, c' t b’, nous aurons d’abord 

f C c ,*)=t^F( c ',*'), F‘(C) = t -^F'CC'). 

Supposons ensuite qu’on ait C — b , et par suite B=c, on aura 
C' =: == P ar conséquent B' = c“; de même on 

aurait dans les transformées suivantes C' = £°% B’= c*% C "=£“% 
B"=c 0O % etc. Mais on a en même temps l’éqnation c° = qui 
, 1 i i -4- c* i i i+i“ . i 

donne 7+c = rrs =— » t+t? = r+* = clc ? donc 

la seconde série d’équations transférée au module complémentaire 
douncra 



F(i,*) = (i+c«)F(i»,ç') 

F{i,<tf = (.+OC>+<“) F (*“.?') 



F , (4) = ^±^F'(èO 
F'(è)=i±£.i±^F'(&”) 



F (*,») = (i+r”}(»+c")('+c~)FC6«*, O F'(i) = : 



- F'(è<“) 



Or à mesure que devient plus grand , on a de plus en plus exac- 
tement F(£',<p‘)=log lang (45 ° +7 <p) et F‘(&‘) = log 0.) ; donc 
on aura par une approximation toujours croissante. 



F(6,p)=(i-H:°)l<’g lang (45 °+ï*') 

F;â,ÿî=(i-K°)(> ■fc*) 1°6 ta»g (45°+ i ?’) 



F , (4)=I±(!lo g i 

F W =i±^.i±s:io S 4 

a a ° c 



F(6 ,*)=(! + C “)( ! +c“)(i +<.°°°) log tang { 4 $°+ 1 *”) F ‘(A) 



■^- 2 +*° l +‘~ *+'•“ 
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La première sérié d'équations donne semblablement, poor le module 
c t les formules d'approximation 



i4-c* 




F*(c) = (H-c”) \ 

F'(*)= (i+OO+O^ 

F'(c) = (i4^X«ri^*Xi+0 5 

etc. 



Il y a diverses conséquences à tirer de ces formules. 



(751. Dans le cas de b = e—\/\, où l’on a tf A'=s= c*, 
c'= b°‘, b' ss c”, etc., ces formules offrent pour la même fonc- 
tion F (c, <p) deux séries de valeurs qui étant comparées terme à 
terme, donnent 

F( c-, *♦)= aF(c',«0 F*(^) = 1F'(<0 

F (c“, f )=éF (<=', 9 ’ ) = i F-(c') 

F (e»~, f ) = 8F (c*, S*) F‘(c°") = i F'(c*) 



etc. etc. 

Ces formules ont lieu rigoureusement : les suivantes n'ont lieu 
.que d’une manière approchée , mais l'approximation est toujours 
croissante : 



i ?• = log tang (45°+ if') 

t»ip stfuin ' Aoqqr.i -A ,- # ■ ,-r, 

eict n*> if = log tang «8H- i a*) 

ïf“= log tang (45’ + ï F*) 




€tC. 



etc. 



Il résulte de là que si la série f , ~ , ^g- , etc. a pour limite ♦ , 

et que dans le sens contraire la série 9 , ç', ?*, p', etc. ait pour 
limite <t>', on aura exactement (dans |Thypothèse du module 
c=sin 45»; , 



® = log tang ( 45*+ i <&' ). 
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Si on fait en particulier <p = -J •*, on trouvera successivement 

<p' = 67* 3 o' o* 00 
<p' = 66 . 3 o. 54. 36 
p* = 66 . 3o . 47 • 74 
<P"= <P"- 

Ainsi la limite <t>', autant qu’elle peut être déterminée avec une table 
à sept décimales, est 66’ 5 o' 47*74» et cn résulte 

j t= log tang 78° i 5 ' 33*87 ; 

ce qui est en effet une valeur fort approchée de On pourrait aug- 
menter indéfiniment le degré d’approximation en calculant la limite 
4>' par des tables plus étendues. 

Riais il résulte de l’autre série d’équations un moyen encore plus 
facile d’avoir la valeur logarithmique du nombre vr , puisqu'on voit 
que ce nombre est égal à la limite vers laquelle convergent rapide- 
ment les termes successifs 



Io S?> i log^, i>°g?L etc. 

Pour savoir jusqu’à quel point chaque terme de cette suite approche 
de la vraie valeur de ir , je désigne par c" le terme de la suite 
c *, c ", etc. , et j’appelle x la valeur approchée de ir donnée par ce 

terme , ensorte qu’on aura x = ^7 log Je suppose ensuite que 
pour le terme c" + ‘, la quantité x devienne x — a , on aura 
x— ai = ^ log ~éb7- Mais suivant l’article 65 , on a ~ (<-*)* 

4 -^-ÿ (c*) 4 , donc ^57 — {j-.J [ • — i ( c* )* ] , et par conséquent 
log plr== a 1°§ (?) — ac*"" ; donc 




et ainsi u — c* + ’. Mais puisqu’on a d’une manière tres-ap- 
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proche'c •sr = ^ ; log~T>>l s’ensuit c n+, =4e-»’’ r ; donc «= a î - , ’<r-»*»', 
cl log a = — (n — 5 ) log a — 2",T , ou en logarithmes vulgaires , 
log « = — (n — 3 ) log a — a* -5 ( 10.91 5 ). 

Lorsque n = 3 , celle formule donne log ai = — io.gi 5 ; ainsi le 
troisième terme 5 log donne déjà la valeur de -7T exacte jusqu'à 
dix décimales. 

Lorsque n =4 , on a log ai = — aa . 1 3 1 ; ainsi le quatrième terme 
donne a2 décimales exactes ,1e cinquième en donne 44> ^ sixième 

88 , et le septième 175. D’où l’on voit que ^7 log ^ est une valeur 

beaucoup plus approchée de / x que celle qu’a donnée Wéga avec 
i/ ( o décimales. Quant à la valeur de c°', elle se déduit successive- 
ment de celle de c , par de simples extractions de racines quarrées, 
puisque d’un module c ou passe au module suivant c par le moyen 

de la formule c° = ■ , — — *Q.. 

i + V('— c*) 

(74). Supposons maintenant que les deux fonctions complètes 
F'(A),F’(c) soient entre elles dans un rapport connu, ensorte 
qu'on ait F '(A) = mF'(e), il suit des formules du n“ 72, qu’on aura , 

J S^ = l o gtang( 45 ' , -H<P / ), «F' étant la limite des angles p', 

ç', etc. calculés en supposant <p = j * •, c’est-à-dire que — sera 
la limite de la suite 

log tang( 45 °-f- jp'), logtang( 45 --f-^*), logtang ( 45 *-H**), etc.; 

2*. que ^ sera également la limite do la suite 

î lo §é> iIog-~L, etc. 

Le cas de A = c est compris dans ces formules en supposant m= 1 ■ 
mais il y a d'autres cas où l’ou peut en faire l’application. 

Ainsi nous avons trouvé que lorsque c=sim 5 % on a F ' (/>) = 
t/ 3 F‘(c). Donc en calculant la suite c% c’% etc. d'après le module 

c_sin i 5 *=i v/ 3 )» on voit que — — sera égal à la limite 
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de la suite 

i log ^ » i lo S £ » * ,0 S 1T~ * clc - i 

le premier terme donnerait *=^3 log tan gÿ ~ T = 3 .i 4 i 656 , valeur 
qui ne diffère de la véritable que dans la cinquième décimale. 

Nous verrons ci-après qu’en faisant c = sin * , a étant déterminé 
par l'équation sin 3 * = lang* j5°, on a F ’(i) = 3F‘(c); ainsi en cal- 
culant la suite des modules c° , c°°, etc. d’après la valeur c — sin a. , 

on aura ~ — i l°g fz » { I°g p: , etc. ; et par le premier terme de 

cette suite, on obtient ir= 5 . 1 4 » 5926637 , l'erreur n’étant que d’une 
unité décimale du huitième ordre; d’où l’on peut conclure qu’au 
cinquième terme, l’approximation équivaudrait à 138 décimales 
environ. 

Enfin nous avons vu qu’en prenant b= — 1 , e= \/(i \/i — a), 
les fonctions F'(c) , F '{b) sont telles qu’on a F' (c) = v 7 3 F'($) J dans 

ce cas, on ferait m= , et les formules précédentes offriront une 
nouvelle application en donnant la valeur approchée de ^pr. 

Méthode d’approximation appliquée aux fonctions ellip- 
tiques de la seconde espèce, 

(75). Considérons généralement une fonction G composée de la 
première et de la seconde espèce , ensorte qu on ait 

G=/(A-f-Bs 5 n*«p)^. 

Si on y substitue les valeurs sin* $ = j ( 1 -f- c* sin'f “ — A*cos $’) , 
— = 1 . — ■ , on aura la transformée 

A a A* ’ 

G = (G*— 7 B sin p“), 

où l'on suppose G°=/(A*-f-B’sin* <p° ) A”=A-f-iB, B’= îBc*. 
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On trouvera ensuite par de semblables transformations , 



G*' == ~~ (G” — { B° sin ) 

G*» = (G"”— { B° c sin U~) 

etc. 



Ainsi la formule inte'grale G se ramène successivement aux inté- 
grales semblables G% G", G””, etc., et une seule de ces intégrales 
suffit pour déterminer toutes les autres. 

Supposons que cette suite soit prolongée jusqu’à un terme G“ 
assez éloigné pour que le module correspondant c u soit de l’ordre 
dcsqùanlités qu’on veut négliger; alors on aura ï, et la valeur 

de G“ se réduit d’abord à _/"( sin’ç") dp* ; observons ensuite 

qu’on a B° = ; Bc% B“ = j B°c”’= i Bc“c", etc. ; 

donc la suite B", B" 3 , B“% etc. décroît plus rapidement que la suite 
c*, c**, c*“, etc. Doue on peut faire , après un certain nombre de 

termes, B“= o , ce qui donnera G*— A" A“ a'' <X> , ® étaut 

la limite des angles <p, i <P% etc. 

A l’égard de A**, puisqu’on a A°= A-f- ; B, A'°= A°-4- j B* , 
etc. , l’expression générale de A" sera 

A=A + iB^i + g f-etc.J- 



Maintenant il est aisé de voir que la valeur de G, déterminée par 

celle de G^, est composée de deux parties; l’une K A <t> , K dési- 
gnante produit (t-f-cQ (i-f-c‘°) (i-f etc., l’autre algébrique ou 
périodique , savoir : 



-(^ l »" m T ,in *- «“■ 



Mais comme on a t -f i c°‘ , etc., cette 
seconde partie peut se mettre sous la forme 



? (V£ 

c \ 2 



sin p" -f 




etc.). 
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Donc la valeur totale de G sera 

G =K A'' <t> — ? sin <p - ■+ — sin <p 0< ’+ sin p M *4- etc.). 

Dans le cas où ? = 7 -JT , la partie algébrique disparaît , et on a 
simplement G' = K A'“ . -j ir. 

Les suites qui composent la valeur de G seront fort convergentes 
si ou a c* < ï , et alors trois termes suffisent pour donner la valeur 
de G approchée , jusqu’à sept décimales environ. Les mêmes for- 
mules pourront être employées avec avantage , quand même le 
module c serait beaucoup plus près de l'unité ; car si on avait , par 
exemple, c= o.g 85 , il en résulterait à peu près c’= ; d’où 

l’on voit qu’il n’y aurait qu’un terme de plus à calculer, c'est-à- 
dire quatre termes en tout, pour avoir la valeur de G avec le même 
degré d’approximation. 

Mais si c est beaucoup plus près de l’unité, ou si ayant e*> i, 
on veut obtenir un même degré d'approximation avec le moindre 
nombre possible de transformées , alors il conviendra de se servir 
de la seconde méthode dont nous avons fait usage en pareil cas , 
pour les fonctions de la première espèce. 



(76). Cette méthode consiste à prolonger dans un ordre inverse 
la série des transformées. Ainsi l’équation entre G et G* qui 
donne 



G* = 7^ G + i B sin <p% 



s'applique semblablement aux deux fonctions G et G', 
déduit 



G 



7x7 G’ + ; B' sin <p , 



et on en 



équation où l’on doit supposer G' = f ( A' -f- B' sin* / 

îiB 

A' = A — 7 B', B' = — . On aura semblablement par des transfor- 
mées ultérieures , 

G' = G"+ i B' sin <p" 

G' = G'" + B"'sin<p" 

etc. 



Mais 
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Maïs lorsque la suite G’, G% etc. sera prolongée jusqu’à un terme 
suffisamment éloigné G M , on pourra faire c** = i , a“ =cos 

, fj. 

et alors la fonction G'* deviendra /’(A , '-}-B ,< sin*(p‘') — - — , ce qui 

COf 

donnera en intégrant , 

(?= (A^-f B'“) log tang (45»-f- \ p) — B“sin <p“. 



et <p“ sera égal alors à la limite G>". 

On connaîtra donc la valeur de G avec toute l'exactitude qu’on 
peut desirer, en prolongeant la suite des modules c', c, c", etc. , 
et celle de leurs complémens b', b’, b" > etc. , jusqu’à ce que le 

dernier terme de ceux-ci £“ soit assez petit pour être négligé. 



Alors on pourra faire c' 1 — i , et calculant un pareil nombre de termes 
de la série des amplitudes <p', <p‘ , <f>“, etc. , on aura le dernier terme <p-“ 
qui pourra être pris pour la limite 4>'. 

Faisaut donc les substitutions nécessaires pour avoir la valeur 

de G au moyen de G et observant qu’on a — ~r . 




, etc., on trouvera cette formule générale 



G= R'CA^-f B'') log tang (45°+ ± — ? . 

+ ! ( sin * + ^ sin + yz sia f 



l/(tcV... </"-’) 

■ + ’k(ccV...W 



On a fait comme ci-dessus K'= c'' y/ ^ , ou simplement 

R' = i/ (- — J , parce que c? peut être pris pour l’unité. 

Quant à la valeur de A' 1 -f- B“, si on l’appelle L*, on aura 



L > ‘=A4 



a^B 

cc'c'-.c'- 1 



a^-'B 

c af te?"" cc’c'.. .c 1 *- 1 ' 



Mais cette quantité exprimée ainsi par une suite divergente , serait 
peu commode pour les calculs d’approximation , et il convient de 
la mettre sous une autre forme. Pr, en exprimant L“ au moyen 
de L et des différences successives L' — r L > L ‘—L' } etc. , on trouve 

»4 




io6 

aisément 
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I/= A+ } -b g c*)+ etc.; 

ou , ce qui revient au même , 






et sous cette forme la convergence de la suite est manifeste. 

On peut également rendre convergente la suite des quantités 
algébriques comprises dans la valeur de G. Pour cela, soit 



4 Cm) 



a^t^nin »** 

V( 



sin<p— ^sinç'— ^inip'...-- 



VXtc'V.. :</-*)’ 



on déduit de lli 



4 Cm+0 — 4 Cm) 



_aM- , tM-' 1 in»‘+ l aVihy 1 



Q*êîn f* 



aT+* 



V(cc'c*...c") 



(^ +, sin^+‘ ^ 



e*+' 



r)- 



-sin 



Or lorsque V* est devenu très-petit, l'équation entre et <p' 4+, f * 
qui est lang ( <?— <?“+') = ^ tang donne à très-peu près 

= r +l + tang^ + ’ , ou sin = (, -f- *“+' ) s in Donc 

C * H " sinf ¥ ^j-.sinf^s — — sin Cette quan- 

tité est de l’ordre b’”*’' ; donc on aura pour «primer 4 (aO, cette 
suite très-convergente : 

4 (m)= c sin <p -i -p— (c' sin <p'— y sin <f ) 

4- -ÿ cç ’ - ( c ' 6 * n ÿ— TT sin ¥) 

+ ÿh? ( c " tin( f r — ?r sin <P’) 



a* 

V(ce'.. 



— (c^ sin — sin 
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Cela posé , la valeur de G exprimée toute entière en suites con- 
vergentes sera 

G=K'L A ‘ log tang( 45 H- 7 ? ) — ® 4 O)- 

Il ne faut pas perdre de vue que cette approximation est fondée 
sur ce que dans la valeur de G* on a substitué cos p“ au radical 
A'* dont la vraie valeur est j/fcos*^" ■+•(£'' siu Cette substitu- 

tion est permise tant que b* tang 1 p“ est une quantité négligeable ; 
mais elle ne pourrait plus avoir lieu si p* était assez près de 90% 
pour que IP tang cessât d’être très-petit. Supposons, ce qui est 
le cas le plus défavorable, qu’on ait p“ = 90*; alors il faudra pro- 
longer les suites d’un terme de plus, ou jusqu’au (ft-f- i terme, 

ce qui donnera taDg p“ +, = — oui''*' tang = 

V't®' 1 ) 

quantité dont le quarré b** 1 est très-négligeable par rapporta l’unité, 
puisque V était déjà supposé négligeable. La formule s'appliquera 
donc sans aucune difficulté ; ainsi le moyen de prévenir toute 
exception , est de prendre /a assez grand pour que p“~' ne surpasse 
pas 90*, condition qui sera toujours facile à remplir. 

Pour avoir la valeur de la fonction complète G', on pourrait 
faire $ = 90° dans la formule générale ; mais cette formule ne se 
simplifierait pas sensiblement , et elle contiendrait toujours un 
nombre de termes indéfini. Il sera plus simple, en se confor- 
mant à l’observation précédente, de faire = 90*, ce qui donne 
tang , sin ^ » e‘ en rétrogradant , p^ = *• , 

p"- 3 = a *. . . .pT* = 3 *"V , p’ — 2r-\, p == = aT l ^ On 

aura donc G (p) = a'* -1 G' ; mais dans l’hypothèse que b* est de 
l'ordre des quantités négligeables , on a sin p ¥ = 1 — ; V * , et 

log tang (45’ -f i = î log — i ,0 g (£) 5 on * ura eR 

. a*-' a j«-' 

même temps la quantité 4 (u) = —=çr *m p u — = -^r ; donc 



f *~ , G’ = 



Kir 

a 




a'-’B 

TÜU * 



a' 




io8 

et enfin 
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B 1 

t*K'’ 



Ces formules pour déterminer tant la fonction indéfinie G que 
la fonction complète G 1 , permettent de pousser l'approximation 
aussi loin qu’on voudra. Il faudra prolonger le calcul des modules 
croissans c', c' t c“, etc. , et celui de leurs complémcns b', b’ .. .b* , 
jusqu’à ce que b u appartienne à l’ordre de décimales qu’on veut 
négliger , ou soit inférieur à cet ordre. Il faudra en même temps , s’il 
s'agit de la fonction non-complète G, ne pas donner à <p une valeur 
plus grande que a* - ’*. On calculera alors jusqu'à la même limite 
les valeurs de K.', 1 / et 4 (/a). 



(77). Pour appliquer ces formules aux arcs d’ellipse on aux fonc- 
tions proprement dites de la seconde espèce, soit G= F — fi\ t/f t on 
aura A = 1 , B = — c*. 

Par la première méthode , l’expression de l’arc indéfini sera 

E(c,<p)=KL*+ e -ï£ *"+etc. 

et celle du quart d’ellipse 

E 1 (c) = KL 

Dans ces formules, R représente le produit ( 1 +c*)( 1 1 J 

etc., continué jusqu’à un facteur 1 -f-c'', où c'* soit de l’ordre des 
quantités négligeables. Cette même quantité peut se mettre sous la 

forme R =— — — .etc., plus commode pour le calcul 

logarithmique. EuGn la quantité L est donnée par la suite con- 
vergente 




à laquelle on peut donner cette autre forme 

T e* / c“c“ c“r“c“° c*V* £**•<"•• \ 

Ls= 4?V 5 4 S e,c ) 
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de sorte qu’en faisant RL = M , on aurait 

^ VH/cV* c* ■ e" 



109 



/ c”r" 

■ e,c V 5 



c*W“ 



■ etc 



,> 



Ces formules offrent les suites les plus convergentes qu’on puisse 
désirer pour la rectification de l’ellipse. Elles s'appliquent , comme 
nous l’avons déjà dit , non-seulement à des valeurs de c plus petites 
que t/ï > mais à des valeurs beaucoup plus grandes et très-rappro- 
chécs de l’unité. 



IIEXHI. 



(78). Soit proposé de trouver l’arc E (c , <p) lorsque c = sin 75* 
et tang «P = v/ ÿ73 

Par les valeurs déjà calculées (art. 66), on a logK=o.a 46 o 56 i, 
® = 3 o% <p'= 62° 36 ' 3 '. 10, p°*= 1 19 0 55'47* 67, <p” a =a 4 o’o'o' 19, 
ensuite on trouvera 

L = 0.3888658 

sin = 0.3290x86 



rV/<*r“ • 



sin?*” = 0.052387a 



rV/i 



-g simp’" = — o. 001 5888 



ïS 



sin <p“” = o. 00000 10 



La somme des parties algébriques est 0.3799180, ainsi on a 
E(e, <p) = KL. g 0.3799180 ; on aura en même temps la fonc- 



tion complète E' (c) = KL. J, d’où résulterait E(e, <p) = j E’ (c) 

-f- 0.3799180. Mais puisque l’arc E(c, $) se mesure par le tiers de 
E' ( c ) , on trouvera par les formules de la trisection ( art. 57 ) 

E (c , <p) = jE' (c) -f- — ; le résultat précédent s’accorde par- 

faitemcnl avec cette formule, car on a en effet —^~= 0.379917g. 

Le même calcul donne de pluslog E* (c) = o. 0319757 et E'(c) 
= 1.0764049; donc dans le cas proposé, l’arc E(c, <p)=o. 7387196; 
et on voit que la partie déterminée algébriquement, forme plus de 
la moitié de l’arc. Au reste la valeur trouvée deE‘(c) s’accorde avec 
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celle qu’on déduirait de la formule de l'article 4» , en y mettant pour 
F ’(c) sa valeur trouvée art. GG. 

(79). Si le module c est assez peu different de l’unité pour qu’on 
juge nécessaire d’appliquer la seconde méthode, il faudra, dans les 
formules de l’art. 76, faire A = 1 , B = — c*, ce qui donnera 



w<££)} 



Quant à la valeur de K' et à celle de la fonction elles ne 

dépendent point des valeurs de A et de B; ainsi elles restent les 
mêmes que dans l’article cité. On aura donc , d’après ces valeurs , 
la fonction indéfinie 



E(e, p) = KT/ 1 tang ( 45 “+f 4 »') + 

et la fonction complète 

r ,, N K't/* 1 4 , 1 

w a/* b b* K' 



Ces formules sont ce que l’analyse peut offrir de plus simple pour 
le calcul des arcs d’ellipse , lorsque le module est très-près de 
l’unité; elles supposent qu’on prenne pour /t un nombre d’unités 
assez grand pour que ht appartienne à l’ordre de décimales qu’on 
veut négliger. 

Si on veut avoir les valeurs de E(c, p) et de E' (c) approchées 
seulement jusqu’au septième ordre de décimales , il suffira de faire 
H = a dans les formules précédentes ; on aura d’abord L 1 ” = 4 ‘ 
— bc\/b' — bc , et parce qu’on a en général by/b'= 1 — c, 

b' y/b" = 1 — c', c' = on trouve plus simplement Iv“ = ' 

mais dans le même cas on a K/ = Donc les deux formules gé- 
nérales se réduisent à celles-ci 



E ( c > *) — T^Tc v/z lo S Un g(45“-f-ïP')+c*sin?> 

-f- a {/c (c' sin p ' — 4 sinf^ -f- 4 \J p (sin p' — c'sinf'), 

E ’ W = ttVc • i \/r ,Iog F + 
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La dernière est la même que E'(c) = — ^ F 1 ( c) et sous 

celte forme , elle offre une relation fort simple entre les fonctions 
F'(c),E'(c), et d’autant plus approchée que b sera plus petit. 



(80). Appliquons ces formules à l’exemple de l’article 78, ce qui 
est un cas peu favorable , puisque la valeur de c diffère sensiblement 
de l'unité. On connaît déjà par l'article 6g les valeurs de c', b' f c’ } b’ t 
ainsi que celles des amplitudes p, <p', p". Au moyen de ces valeurs, 
le calcul de la fonction complète E' (c) se fera ainsi: 



1 -f- \/ c c= 1.9828152 

log 4 0.6020600 

log A* 5.8757219 

log y . . . . 4 > 7 a ^ 538 i 

♦ log y = « . i8i5845 



l°g(» + /c)... 

log A* 

différ . 

log K' 

log 1 . i8i5 etc. . . 
log a. 3 oa 5 etc. . . 

log x 

x = o.og 35 i 6 i 



= 0.9828891 
Somme... E‘(c) = 1.0764052 



0.2972822 

8.8259924 

8.6287102 
0.0074955 
0.0724648 
o. 5622157 

8.970886a 



Cette valeur s'accorde avec celle qu’on a déjà trouvée , autant que 
les petites parties négligées peuvent le permettre. 

Quant au calcul de l’arc E(c, <p), nous avons déjà trouvé la valeur 
de E(c, $)=K.' log tang ( 45 ’+i O» >1 en résulte 

log F(c, p) = 9.9650547 

lo S 7 TŸc ~ 8, ^ a8 7 103 

i°g y = 8< 49^7649» j = 0.0311720. 



On trouve ensuite les parties algébriques 
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c* sin p = 0.6830127 
3 j/c ( c' sin — ^sin<p) = o. 0243225 
4 ^/y-(sinç ’ — c'siup') = o. 0002123 

somme 0.7075475 

ajoutant...^ = 0.0311720 

on a E (c, p) = 0.7387195 

ce qui s’accorde encore avec la valeur trouvée par la première 
méthode. 



(81). Pour appliquer les formules précédentes à la rectification de 
l’hyperbole, il ne s’agit que d’évaluer l’intégrale G = . Ç 

qui représente la quantité A tang <p — T, différence entre l’arc 
d’hyperbole et sa tangente. Or en faisant dans la formule générale 
de l’art. 75, A=c*,B = — c*,on a la fonction indéfinie 



G(e,?)=iR C **(.-f 



£®C“ 



eW“ 



• etc. 



4 8 

4 --^- si» <P + sin ?" + ^~8~" sin<p”°°-{-etc. 



et la fonction définie 



G •( c ) = Rc-. 3 (._J 




t»c“V~ 

8 




celle-ci est la différence entre l’asymptote et la courbe, qui s’exprime 
ainsi très-simplement par une suite fort convergente. 

Lorsque l’hyperbole est équilatère , la quantité G 1 (c) qui en gé- 
néral a pour valeur E 1 (c) — i>‘F'(c) , se réduit à E’ (c) — ~ F 1 (c) ; 

mais comme dans le cas particulier où c*=~ = b‘, on a ^ =(aE' — F ')F 
la valeur de G' se réduira ultérieurement à ^r, et parce que F'= j-rK, 
on aura encore plus simplement G“ = . On a trouvé ci-dessus 

log R = 0.0720074 , ainsi on aura logG 1 =9.6269626. 

On peut regarder comme applicable à tous les cas , la formule 

T 
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Atangp G (c, <p) ; cependant si c était extrêmement près 

de l'unité , on pourrait , pour déterminer la fonction G , faire usage 
des formules de l'article 76 , apres avoir fait A — c*, B — c*. 

Formules remarquables pour déterminer les jonctions com- 
plètes F' (c) , -E'(c) , lorsque c est peu éloigné de lune de 
ses limites. 

(82). Lorsque le module c est fort peu différent de 1’unitc, nous 
avons trouvé (art. 76) les deux formules 

■ . F'M=; V / C“) '° s t 7 

E'M-r^F'W+v/C?) 

Ces formules donneront environ dix décimales exactes si c=sin8o*; 
elles en donneraient un plus grand nombre si e était plus grand ; 
elles n'en donneront que sept lorsqu’on fera c= sin 64% et ainsi à 
proportion dans les autres cas. Du reste leur usage est très-commode 
puisqu’il exige seulement qu’on calcule avec précision les valeurs de 
c’, b’ et b’. 11 faut pour cet effet se rappeler qu’en faisante = cos fi, 

ce qui donne b = sin fi, on aura c' = — V?" > V — tang* ï Si ft 
est fort petit, les laides donneront avec précision cos fj. et cos jji; 
connaissant cos i ft et sin /x, on en déduira sin T ^i = a et 
tang j /1 — ^ ce qui fera connaître b’; enfin pour éviter les 

trop petits angles, on observera que b" se déduit de A' comme c* 
de c, et qu’ainsi on a b’ = l A'* + b'* + etc. ; d’où résulte 

A = (D’O — s v% ) > el P ar conséquent i log j. = logp — ; A'*m , 
m étant mis pour le nombre 0.43419 etc.; d’où l’on voit qu’avec 
une légère correction facile à calculer , on déduira log ^ de log y. 

Le reste n’a aucune difficulté , co se rappelant que les logarithmes 
de la formule sont des logarithmes hyperboliques qu’il faudra réduire 
en logarithmes vulgaires. 
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(83). Si on Substitue la valeur de E‘ (c) donnée par la seconde 
des formules précédente* , dans l’équation de l’article 4 3 > on en 
déduira 




F'(c) = 



^-y/Gr 5 ^)^ 

£1 



et si on observe que la valeur de F'(c) contient un logarithme que 
le second membre ne saurait offrir par le développement des quan- 
tités T J (b), E '(b), en séries ordonnées suivant les puissances de b 
suppose très-petit , on en conclura que l’équation précédente ne 
peut subsister à moins que le numérateur et le dénominateur du 
second membre ne soient sensiblement égaux à zéro. Ainsi on devra 
avoir les deux équations 



F-'« = 
E ’(*) = 




1 + c\/c 

i+tA * 







’ ) 



Changeons b en c, et réciproquement , afin de rapporter ces nou- 
velles formules au module c , nous aurons 



F'M 

E'M 



;-*V© 



VP?*) 



Ces formules sont encore plus simples que celles de l'article 
précédent ; elles ne supposent d’autre calcul préliminaire que 
celui de b et b’ ; or en faisant c — sin fx. , on a b = cos p , et 

b” = y' 0 ™-* : d'ailleurs log (a — 1°) est très-facile à déduire de 

log b°; car comme i ~ b° est très-petit, si l’on fait logi*= — J', 
on aura log (a — £*) = / — <f* (a.3oa5, etc.). 

Ces formules ne sont pas moins exactes pour les petites valeurs 
de c, que celles de l’article précédent pour les valeurs de c peu diffé- 
rentes de l’unité; les unes et les autres s'accordent avec les formules 
de l’article 4^, et on peut s’assurer qu'elles équivalent au dévelop- 
pement d’un assez grand nombre de termes de ces dernières. 
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(84). Appliquons ces formules au calcul des fonctionsF'(c),F'( 4 ), 

4 ' 4 4 4 ‘ ’ * 

en supposant c=. JjïÇ - et b = ' ] '^”j^-..SoUc=sinot,&=cos<t, 

on aura sin as = tang* i 5 * et tang ( 45 “-j-*)= » de l'une 

ou de l'autre de ces équations on tirera 

« = 3° 5 ' 3 o*. 94970. 



Cet angle étant assez petit , il faudra user de quelques précautions 
pour calculer les valeurs des quantités cherchées jusqu’à dix déci- 
males. On trouve d’abord directement par' les tables, log sin i<t = 
8.8561049048; ensuite la valeur connue de a. donne log cos et = 
9.9997196211; de là 00 déduit 



log sin « = 8 . 55555 5 a 88 o. 



Pour le calcul de la formule F'(c) = 7 -ar 
= “7 , et je trouve 

co» j * Ç'tat a. 




fais * = v/ï. 



cos t* 9-9999* 99*67 

4 _ 

V / cos et 9-9999* 99° 55 

somme g. 99985 98320 

k 0.00014 01780 

o. 19611 98770 



Donc log F'(c) *= o. 19626 oo 55 o 



Le calcul de F* (i ) se fera par la première formule qui donne 
F’ (b) = 7 k log p;. Or on a c° as tang* j et ; ainsi log c* se déduit 
des logarithmes déjà trouvés en cette sorte : 
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COS £ et. . . . 


•• 9 - 9999 a 99 ,6 7 


2 


.. o.Soioa 99957 


a cosj*... 


. . 0. 50095 99124 


sin cl 


.. 8.55535 5 a 88 o 


sin j « 


.. 8 .a 543 g 53756 


COS 


*• ' 9 - 9999 a 99» g 7 


tang j *. • . . 


.. 8.35.446 54589 


c° 


.. 6 . 5 o 8 g 5 09178 


2 


. . o. 3 oioa 99957 


T 


.. 6.20790 09231 


î«" 


.. a. 4 > 58 o 18442. 


11 faut de plus chercher la valeur de e*° ; mais , comme on l'a déjà 


observé, on peut suppléer au calcul de c°“ par la formule jlog ~ 


— = log -p- — tc M (0.434 etc.). De cette manière on obtient en loga- 


rithmes vulgaires j log ^ = 


= a. o 4656453 i 1. Prenant le tiers de ce 


nombre , et faisant pour 


abréger £=0.6821881770, on aura 


i F‘ (b) — , M étant mis pour le facteur 2. SoaS etc. 


6 


••• 9.85590 4 188 5 


M 


. .. o. 36 aai 56887 


h 


.. . 0.00014 01780 


1 F'(«).... 


. . . 0.19626 oo 55 o. 



Celle valeur esl exactement la même qu’on a trouvée pour le loga- 
rithme de F' (c) j ainsi on a F'(è)=3F' (c). Celte égalité est au moins 
très-approchée , puisque les formules d’où on l’a tirée pourraient , 
avec des tables plus étendues , donner les valeurs de F'(i) et F‘(c), 
approchées au moins jusqu’à i5 décimales; mais il est très-vraiscm- 
blable qu’elle est rigoureuse , et c'est ce que nous aurons occasion 
de confirmer par une démonstration particulière. 

L’égalité F‘(à) = 3F'(c) étant supposée exacte d’après ce résultat, 

on trouve par d’autres considérations, que les fonctions F'(c) et 

* 

F '(sin 45°) ont entre elles cette relation F ’(«■)=->? cos 1 5*. F'(sin 45°) ; 
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c’est ce qu’on vérifiera aisément par la valeur trouvée de F‘(c), 
et par celle de F ‘(sin 45 ') tirée de la petite Table qui suit , calculée 
avec dix décimales. 



C 


logF‘(c) 


C 


logF'(e) 


sin 0" 
sin i 5 * 
sin So* 
sin 45 “ 


0. 19611 98770 
0.20361 53664 
0.22679 3 2597 
0.36812 72224 


sin 90” 
sin 75° 
sin 60” 
sin 43 ° 


. . . .infini 

0.44217 59 q 38 
0. 333 7 5 26 i 35 
0.26812 72224 



1 



Nous joignons ici une Table plus étendue des logarithmes des 
fonctions complètes F' (c), E' (c) , calculées à sept décimales, pour 
tous les angles du module, de degré en degré, le module étant mis 
sous la forme c = sia 8. Cette Table sera fort utile dans la théorie 
des fonctions elliptiques; on l'a calculée par les formules abrégées 
que nous venons de rapporter, depuis 8 = 0° jusqua fl = 30% et 
depuis 8= 90° jusqu’à 8= 70*; pour les autres valeurs de 8, ou a 
suivi les formules des articles 65 et 77. 
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Angle 

du 

module. 


Log. F ' ' 


Log. £' 


Angle 

du 

module. 


Log. P 


Log. £' 


O 

o — flnvyo 


«•'sÊ'y» 

0. tg 6 i 53 o 
0. h/wSii 
0. 

o.ig 6 &g 3 

o.iS/W» 


O. l^GnflGB 
0. 1959876 
0. 1958m 
0. 1955908 
0. 1953931 


r 

% 

85 


Infini. 
0 .- 35 19*3 
0.076» -171 
o. 63 ; 35 k* 
o.Go-j&rç 
o. 58 i(o 4 i 


0 . 00 »*»KKV| 

o.ooo 3 i 6 i 
o.(kiii 53 j 
0.0022773 
o.©o 3 t Wi 
0.00544 53 


6 

2 

9 

IO 


0.1973119 
0. »î>;: 43 o 
0. 1901JM9 

0, igfltbS? 


0 . 19111195 
0. 191 1998 

o. 

0. 1934413 
0.1918147 


SI 

8l 

8| 

BO 


o. 56 i 5 i 3 t 

o. 54 (iio 5 

0.5176139 

0.5115914 

0.4987770 


0.0074111 

0.00908.I7 

0.01 10171 

0. oi 4 | 3 s t 
0.017081 1 


11 

12 
i 3 

•4 

i 5 


o.aooi 3-3 

û.îiwjj'ljj 

o,3ni”3ob 

o.mi'ij.ii 

o.m 38 i 5 | 


0. 1921113 
0. 1913618 
0. 1905367 

t : S & 


? 

% 

:5 


o.iR'k/Jfij 

0.(617810 

0.4*11964 

0.4411760 


0.0198581 

0.0117487 

0.025-397 

«.iuTOIQI 

0.0319757 


! a 

12 

>9 

ao 


o.ao |6937 

0. 

0.3081997 

o.a'ÿÿaao 


0. 187O678 
0. i 8 u 58 n 5 
0. iR 5 (i 8 o 
0. ifijaioS 
0. 1819178 


g 

7 * 

V 

70 


0.1 

0.. 

0.. 

o.. 

0.. 


fefiSgS 

i 35 c/ 6 i 

‘Mi 

9 * 7 * 8 » 


o.o 35 inr£ 

0 .o 38 ( 8 ll 

0.04181 19 
o.cvî.»iK 35 
0.0485886 


ai 

31 

a 3 

II 


«.iiik)i 5 R 

o.iti 38 i 8 

o.ai 3 oao 6 

o.n 553 i 8 

0.1172193 


0. iBiSfto» 

0. 1801680 
0. 1786913 
0.17715» 
0.1755451 


SI 

s 

65 


0.3911076 
0.3837870 
0*673» 
0. 3 ci|fk(«»o 
0.3633838 


0.0510197 

0.055(730 

o.o 58 qj 77 

0.0621119 

0.0658893 


j y> 

3 

3 o 


o.aiSofW) 
0.3100180 
0.1317319 
0. 3 ij [7333 
0.1167933 


©.1738761 
0. 1731 j 35 
0. 1703(76 
0 . 1081886 
0.1G&6G9 


St 

61 

61 

60 


0. 35 7 o 533 
ô. 35 o 9356 
o. 3 i 5 oiq 6 
o. 33 qiq 5 o 
0.3337526 


0.06936(9 
0 . 0718337 

0.0761918 

0.0797376 

o.oo 3 i 4>43 


3 i 

3 i 

33 

ü 


0.3189(12 
o.a 3 i 1730 
o.i 331 À (6 

"■ wisS 

o.i 3 hJ 5 oG 


0. 1645810 
0. i 6 i 53 G 8 

0. lGt^iya 

0. i 5 Hi 6 n 5 
0. i 56 u 3 i 3 




si 

55 


o. 3 i 83839 

o. 3 i 3 i 8 i( 

o. 3 i 8 t 38 i 

o. 3 i 3 i (74 

o. 3 o 85 oJ 6 


o.a 865695 

o.o 8 oo 5 tio 

O . OCj’JoiQ 

0.09661.56 

“•'WS' 3 ’ 


36 

3 

J» 

4 « 


o.ainQi 33 
0.3 j 35 ; 5 i 
o.ij 63 i 5 .{ 

0 . 1 m 


o.i 53 - 4 i 8 
0. i 5 i 3 jS 
0. 14890(8 
o.iJ 65 tfc 


St 

Si 

5 i 

5 o 


o. 3 o 3 qni 3 
0.199(353 
o.xptoii 
0.30089(5 
0.30681 14 


O. io 3 i 6->4 
0. io 638 îi| 

0. iog 563 o 

o.iiifk,8i 1 

0. 1157899 


ii 

Al 

j i 

il 


o.i’ÎJWWS 
0. lüSiqbS 
0.361(061 

0. 3817155 
0.1601171 


0. ili{i (3 
0. 1187776 
0. i 36 oÂi 8 
0. i 33 . 33 g 9 
0. t 3 o 5(»9 




2 

l 

5 


0.18181(80 
0.379001 I 
0.37,53673 
°.i;i 6(36 
0.3681173 


o.i >88364 
0, Ill 836 l 
0. 11(7878 
0. 127081)8 
0 . i 3 ^ 5 (Ô 9 
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Méthode d’approximation appliquée aux Jonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce. 



( 85 ). Au lieu de considérer la simple formule n 



=/< 



tfç 



(i-f-n îin*?)û 



qui appartient à la troisième espèce, nous considérerons plus géné- 
ralement la formule 



n=/(A 4 



B «in’e \ dp 
1 + n» m‘f/ A ’ 



qui est composée d'une fonction de la troisième espèce et d'une de 
la première , affectées de coefficiens conslans. Si on appliquait le 
calcul à la simple fonction II , la première transformée contiendrait 
une partie affectée de la fonction de première espèce F (c°, <p a ) ; c’est 
pourquoi il convient, pour l'uniformité des résultats, d'admettre les 
deux sortes de fonctions dans la formule primitive , ainsi que nous 
l’avons déjà fait pour les fonctions G (art. 76). 



Cela posé 

dt _ l+c‘ 

A a ‘ 



, si on fait sin* Ç = j (1 ■+■ c* sin* — A' cos $* ) , et 
— . , on aura pour première transformée 



H — ,+e ° Th» _ » B Ç d ^ cas * c ~1 
a L 1 ■+■ nj 1 +n" ein* ’ 

les valeurs de H* et de ses coefficiens étant 



H*: 

TJ* 



=/(*-+ TÏÏS?) 



"( » + «*) 

0 + è )’ (1 + n) 



d? 

A’ 



A*= A 



B“ = B 






r i+n 

c'-t- an 4 - n* 

3 C > +*)*(' + ")“' 



Ainsi lu fonction H(n,c, <p) est ramenée à une fonction sem- 
blable H ( n*, c*, <p’) , dans laquelle les trois élémens n , c , <p ont 
subi des changemens propres à faciliter les approximations. 

La même loi aura lieu dans les transformées ultérieures; de sorte 
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qu’en faisant 



H"— f( A- -4- B " >în ‘»“ \ éÜT 
11 J \ A ^ i + n“ «in* p°) AT 

_ n ’ ( n " 4" c ” ) 

— (»+i»)*(,+ n “) 

I R? 

A"= A°4--~-; 



B” = B” 



c°*-+- an°+ n° 



ü(.+m>+»?’ 

on aura la seconde transformée 



H .= i±£T r H - - -ÿi 

a L 1 + n°y i 

On peut continuer indéfiniment ces transformations , d’où résulte- 
ront une suite infinie de fonctions H(»,c, ç), H(n“, c°, p") , 
H(«”, c’% <p°“) , etc. , telles, qu'une seule étant connue, on pourra 
déterminer toutes les autres. 



(85). Examinons d'al>ord avec quelque détail la loi de progres- 
sion des paramètres n°, n”, etc. Si on fait n — me, et semblable- 
ment n°= raV, l’équation qui détermine n° donnera /»*= 

Mais on peut toujours supposer le paramètre n < c, ce qui donne 
m < i j on aura donc aussi m° < î , et même m° </w; car delà valeur 

précédente on déduit i -f- — = t — — = ^ — — , 

r m iq-cm J m i-t-rm 

171 ° 

ce qui prouve que — , positif ou négatif, est toujours plus petit que 

l’unité. Donc les termes m, m ’, /n“, etc. sont tous plus petits que 
l'unité et forment une suite décroissante ; et par conséquent la suite 
des paramètres n, n", n", etc. décroît plus rapidement que la suite 
des modules c, c°, c°°, etc. , chaque terme de la première étant plus 
petit que le terme correspondant de la seconde. 

A l’égard des signes de ces paramètres , il y a deux cas à consi- 
dérer. i*. Si n est positif ou si n est négatif et plus granË que c', 
ensorte qu'il soit compris dans la forme — i -f- sin* 8, alors n* 
sera positif , et il en sera de même de tous les paramètres suivans 
n'°, etc. Dans ce premier cas se trouve compris celui de n—dtc 

qui 
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qui donnera n*= c*, «'■”= c*”, etc.; mais ce cas est inutile à con- 
sidérer, parce que d'après l'article 46, la fonction H se réduit alors à 
la première espèce. 

a”. Si n est négatif et plus petit que c*, ensorte qu’011 ait 
n = — c*sin* 0 , on pourra faire semblablement n° — — c”* sin* S*, 
et l’augle 9 ° se déterminera par l'équation 

tang ( 6* — 6 ) = b tang 9 , 



ce qui est la même loi suivant laquelle l'amplitude se déduit de p. 

Calculant donc successivement fl”, 6", 8”*% etc. d'après cette loi , 
on formera la suite des paramètres «”=>— c”*sin”0% n"= — c***sin*S**, 
etc. , qui décroît, comme on voit , avec encore plus de rapidité que 
dans le premier cas. 

Connaissant ainsi la loi de progression des paramètres n , venons 
à celle des coefficiens À et B dans les transformées successives. Soit 
pour abréger , 

, eM-an- 4 -n* _ 04 - «V 1 — &* 

— (!+*)• (.+/.)• — («+*)•(•+/>)* ; 

et soit désigné par A* une quantité composée de c”, b ”, «•, comme 
k l'est de c, b , n, et ainsi de suite, on aura 

B* = j AB , B”“ = j AA*B , B”* = j AA”A”*B , etc. 



Mais puisqu’après un certain nombre n de termes , les c* et n* pris 
dans les suites c”, c**, etc. , n ”, n*”, etc. , sont assez petits pour être 
regardés comme nuis , il est clair qu'il en sera de meme du terme 
correspondant de la suite A, A”, A”*, etc. , et qu ainsi on peut faire 
en toute sûreté B’" = o. Quant à la valeur de A““ , elle sera donnée 
par la suite 



A* = A *4- 



! AB 



+ 



l + n* 1 I-fn' 



1 1- etc. 



qu’il faudra prolonger jusqu'au terme qui contiendrait A““ exclu- 
sivement. 

Appelons toujours 4 > la limite des angles <p , -, — , etc., cette 
limite étant censée atteinte après le nombre de termes ju, on aura 
tpr — a*®, et parce que c'* est de l'ordre des quantités négligeables, 
on aura H" s= a 1 " A''#. 
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(86). Il est facile maintenant d’avoir le résultat des transfor- 
mées successives jusqu’à la fc'“' inclusivement. Soit toujours 



K" =(»+«•) (i +c") ■•■(«V),ouR'=^- 



. etc. , 



la valeur de la fonction H sera donnée en général par la formule 

II — KfAf’Q — — Î B «rr Uns » «) 

11 c ‘ i -y- n " Ÿ n* 

y/c* \/ i” \ liB arc tan g ( \/ n** ûn 

r c” ‘ l-f-n° ' | n" 

y/c* y/i" y/c*" |M*B arc tanK ( y/ n"*iin $“•) 

T’ c* • T" - • i+rt" ' y/i?= 

— etc. 

Cette suite étant prolongée jusqu’au terme dont le rang est /a in- 
clusivement , l’erreur de la formule , mesurée par les termes sui- 
vans , ne pourra être que de l’ordre ce+' -, de sorte que si on ne veut 
pousser la précision que jusqu’aux quantités de l’ordre rv”, on aura 
un terme de moins à calculer , tant dans la suite précédente que dans 
la valeur de K et dans celle de A 1 ". 

Au reste les arcs de cercle qui entrent dans la formule générale 
se changeraient en logarithmes, si n était de la forme — c' siu* 6; 
mais ce changement n'est sujet à aucune difficulté. 

Lorsque ^ = ~ -jr ou = un multiple de ; , tous les arcs de cercle • 

disparaissent , et on a simplement H = KA <Î>. Donc la valeur de 
la fonction complète est 

Remarque! que la valeur de H exprimée par les transformées 
successives, se terminerait d’elle-mème, si on avait l'une des égalités 
n = — i + è,/i° = — i + 4% n“ = — i-l- 4“, etc. : alors la fonc- 
tion H se ramènerait indéfiniment à la première espèce. 

Pour qu’on ait en général — i = n* = — ( c * sin 8e )*, il faut 
que cotfie= y /Ae, ou qu’on ait F (ce, fie) = i. F'(œ). Mais les para- 
mètres successifs /» — c’sin’S, n°= — c"sin‘8% — c"*sin*0", etc. 
étant formés d’après la même loi qui lie entre elles les amplitudes 8 , 

8», 8", etc., onaF(c,8)= i±^ F(c-, 8"), F(c*, 6-)=i±^F(e~, 6"), etc.; 
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cl en général F(c, 0 ) — (l-K K ' ' ‘ F (t*, fl*) = F'(c). 

Les cas qui donnent Heu à la réduction de la fonction H, sont donc 
tous ceux où le paramètre n , de forme — c* sin* 0 , est tel qu’on a 

F (c, 0 ) = -^- i F'(c) , fJ. étant un entier. La même réduction aurait 

encore lieu si on avait F(e, 0 ) = 3 ^^, 1 F‘(c), i étant un 
nombre impair quelconque. 

Les formules d’approximation que nous venons de donner pour 
déterminer la valeur des fonctions II et H', peuvent s'appliquer à 
tous les cas , et le plus souvent il ne faudra calculer que fort peu 
de termes pour obtenir un grand degré de précision. Cependant 
si la différence i — c était tellement petite qu'il fallut prolonger 
assez loin la suite c", c’*, c*”*, etc. pour parvenir à un terme négli- 
geable c*, il pourrait être préférable de suivre la seconde métbode , 
c'est-à-dire , de faire les transformations dans un ordre inverse , ainsi 
que nous l'avons pratiqué en pareil cas relativement aux fonctions 
de la première et de la seconde espèce. 

(87). Et d'abord si la différence 1 — c est déjà assez petite pour 
qu'elle puisse être négligée, ou pourra intégrer immédiatement la 

formule II = /Y A -i ** * --) en mettant cos® au lieu de 

A , ce qui donnera 

«=(*+ à) '«S <45-+ i ♦)- £ ■ 

Cette intégrale est rigoureuse lorsque c — 1 ; mais s'il y a une diffé- 
rence, quelque petite quelle soit, entre 1 et c , elle ne pourra s’ap- 
pliquer sans erreur à des valeurs de 9 plus grandes qu'une certaine 
limite. En effet, la quantité A qui en général est ^(cos’f-j- i'sin’p), 
ne se réduit à cos 9 que lorsque col 9 est censé beaucoup plus 
grand que b. C'est pourquoi il convient de chercher une formule 
qui donne la valeur de H pour toute valeur de 9 , dans l’hypothèse 
seulement qu'on puisse négliger les termes affectés du facteur b 
élevé au quarré ou à une puissance supérieure. 

Pour cet effet nous supposerons qu’il a été fait dans la fonction II 




u4 première partie; 

une pre’paration relative au paramètre. Si n est négatif, nous le 
supposons toujours ou de la forme — c* siu* 0 , ou de la forme 
— i-f-£*sin*0; si ce dernier cas a lien, on changera la fonction H 
en une autre où le paramètre soit positif, ce qui se fera par la 
formule du n* 5t. 

Cela posé, pour avoir la valeur de la fonction II, je la mets sous 
la forme 

et il restera à déterminer P par la formule 



p r itifcof’t I 

J (i -f- n «ia* f ) A" 

J'observe ensuite qu'on a = i — ‘ m f — : donc si on fait 

4 A Q COS Ç -f- A ) ' 

^ r a âç cos <p sin’p 

^ J ( I -f-n A ( cos Ç H- A ) * 

ou aura 

p _ arc tang(y/n>in») ± 

y n • v - 

Tout se réduit donc à trouver une valeur approchée de l’intégrale Q. 
Pour cet effet, j'observe qu’on a cosp-f-A< 2 A, et cos?-f-A> a cos?; 
donc si on fait 

O' — C d **' n ’9 

^ J (l + n sin'f) à 

çy r rfÿ co- y «in*» . 

^ ./ (l -f- nsin»(i — c*iin’ç) * 

on aura Q <Q' et Q> Q*. Or en premier lieu, la combinaison des 
intégrales P et Q' donne ( i -f* «) Q'-f- P = f '~> d’où résulte 
Q' = F ( c *. ~ p donc on a 

P > _ c . tan s " n »> _ _üL f (c «iJ-lilp 

OU 

d^/\ _ 1 . Ï ft * \ arctangCv/nsinfl») { 1* 

*>V+rrJ v* r+"n ’*> 

On trouve ensuite par l’intégration directe , 

(c‘+ n) Q'= ~ log (fi ""* ) — arc tang (y/n sin <p) ; 
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ia 5 



donc on a 

D , jb' \ arc tang ()/n «in p) __ , / ' H-clin 

* ^ \ ' i -J- n) {/ n 1 *+■ /i ® V — ctinç/ 

La plus grande différence entre ces deux limites de P a lieu lors- 
que ? = 90*, et comme on a dans ce cas F* (e) = log ^ , log 
— a log | , cette différence = ■— jj . j log 2. Elle est , comme on 

voit, de l’ordre des quantités qu’on veut négliger. Ainsi on a avec 
une exactitude suffisante, 

P = ^arc tang (\/n siu<p) — 7^ F ( C > *) > 

ce qui donne la fonction cherchée 

H - »-ïh- 



et il en résulte pour la fonction complète , 





(i-H 6 ‘) l°gf 



B arc fang ( i/n ) 
l*f a y/n * 



Ces valeurs de H et de H' sont celles qu’il convient d’employer si 
les quantités de l’ordre l' sont négligeables , et alors il n’y a pas lieu 
de recourir aux transformations ; mais il convient d'examiner parti- 
culièrement le cas où «est négatif. 

Le cas de n = — 1 -f- b' sin* 0 , où s+i serait de l’ordre A*, ne 
permet pas qu’on lui applique avec succès les formules précédentes, 
c'est pourquoi nous l'avons évité par uuc transformation qui rend n 
positif. 

Le cas de n =— c* sin* 0 ne souffre aucune difficulté, si 0 n'est pas 



trop près de 90% parce qu'alors 



1 +n 



reste une quantité très-petite ; 



seulement dans ce cas, il faut changer l’expression arc tan R >' n «) 



V n 



11 • * 1 /l + c un Ssinÿ\ ,, . , . 

en celle-ci log ( , . )■ Mais si en meme temps 0 est 

arsinS 0 \» — cimiiuiçy 1 

très-près de 90*, le dénominateur 1 -f-n équivalant à £‘-f- c*cos‘ 0 , 

devient très-petit; cependant tant que cos 0 sera beaucoup plus grand 

que b , Ija fraction ou oi ;~g demeurera très-petite , et la 
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méthode précédente sera applicable ; mais si cos 8 est nnc quan- 
tité très-petite de l’ordre b ou d'un ordre supérieur , la fraction 

cesse d’ctre négligeable. Pour obvier à cet inconvénient, il 

faut recourir à la formule du n* 5 a , au moyen de laquelle toute 
foncliou de troisième espèce dont le paramètre n — c* sin* 8, peut 
être transformée en uneautre fonction dontle paramétrent — c*sin*À, 
pourvu qu’entre les angles 8 et A on ait la relation b tang 8 tang A= i. 

Alors on a — 7 — . — r — ,= A*, donc des deux facteurs —7 — , ~ 

1 -}- n >-+- n ' 1 + n 1 +n 

il y en aura toujours un plus petit que b ; d'où il suit qu'à l’aide 
d'une transformation , si elle est nécessaire, l'erreur de la formule 
n’excédera pas les quantités de l’ordre A; et parce que dans le cas le 
plus défavorable , qui est celui dei+n=i-f-«'=A,la valeur de 
II' devient très-grande et se rapporte à l’ordre b~', ou plus exacte- 
ment à l’ordre b~' log (j^ qui est très-peu différent , il s'ensuit que 

l’erreur absolue étant de l'ordre b , l’erreur relative est en effet de 
l’ordre A*, ainsi que dans les cas où n est positif. 

Nous sommes entrés dans ccs détails pour prouver que lorsque 
1 — c est assez petit pour être négligeable , les formules trouvées 
pour H et II' peuvent donner uue approximation suffisante , saus 
exiger de transformations autres que celles qui ont été indiquées 
par les articles 5 i et 5 a. Mais la méthode que nous allons exposer 
a l'avantage de donner une approximation indéfinie, qui s'applique 
généralement à tous les cas. 



( 88 ). L’équation trouvée n" 84 entre II et H*, s'applique aux deux 
fonctions consécutives H' et H, et donne la transformée 

1-f-c 1 i-\- n J 1 + n sin"* 

on aura en même temps 

ti-_ - B' sin**' \ d*' 

et les cocfficiens ri, A', B' devront être déduits des équations 

_ »W) 5; ( , -MO* — A'* , ,, , iff 

( 1 -HO 1 a ’ (i+À')* (i-H')*’ A — A ~ t ~ 1 -h'*'’ 
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On sait comment se calculent c\ b',<p', au moyen de c et Ç ; il ne 
s’agit donc que d’examiner la loi de formation des quantités A', B'. 
Et d’abord pour déduire n'den, on a la formule 

»' ~ (iTpTÿ [«— V(j+«) («*+ ")] l 

d’où l’on voit qu’il faut faire abstraction du cas où l’on aurait 
n = — i -j- b’ siu* 0 ; car si ce cas avait lieu, le paramètre n' devien- 
drait imaginaire, et on tomberait ainsi dans une difficulté plus grande 
que celle qu’on veut résoudre. Heureusement il n’y a aucun incon- 
vénient è faire cette exception, puisque par la formule du n*5i, 
toute fonction proposée de troisième espèce dont le paramètre est 
de la forme — i-)-ê*sin* 0 , peut être transformée en une autre dont 
le paramètre soit positif. Nous pouvons donc nous borner à considé- 
rer deux cas principaux, celui où n est positif et celui où n est 
de la forme — c’sin* 9. Dans ces deux cas, on peut s’assurer que la 
valeur de ri sera toujours de même forme que celle de n , ainsi 
rien ne pourra arrêter le calcul des transformées successives. 

( 89 ). Soit donc en premier lieu n = — c* sin*0, et semblable- 
ment ri = — c'*siu* 0 ', on aura par la formule précédente, 

•in* 0 ' = ■£■-!- j c sin* 0 — i cos 0 â( 0 ). 

C’est la même loi suivant laquelle l'amplitude p‘ se déduit de p ; elle 
peut être représentée plus simplement par l’équation sin ( afl' — 0 ) = 
c sin 0. En vertu de celle loi, les angles 0,0', 6 *, etc. forment une 
suite décroissante qui s’approche sans cesse d'une limite €>, et qui 
l’atteint sensiblement après un petit nombre de termes. La suite 
des paramètres n , n', n ’, etc. converge donc de même vers la 
limite -—sin’© , puisque d’ailleurs la suite c, c', c% etc. a pour 
limite l’unité. 

b‘ 

En second lieu, si n est positif, soit 1 -f-re = * étant un 

angle très-petit déterminé par la valeur sin A = ^ ^ , de sorte 

que si on faisait n = col* 0 , on aurait sin A = b sin 0. Cela posé, 
la valeur de ri sera donnée par l’équation 

î-l - ri = b' col* ; A ; 
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et si l'on fait semblablement i -f- ri=^jr, l'angle A' se déduira 
de A par la formule très-simple 

sin A' = \/b'. tang j A. 



On déduira semblablement A' de A', A" de A', etc. , de sorte qu’on 
formera la suite des paramètres n , ri, ri, etc. d’après les équations 



j -f- ri 



b‘ 

HQ* /.' * 



1 + »' = 



b 

sin" ri 



etc. 



Remarquons qu’à partir de l’angle A qui est très-petit, les termes 
de la série A, A', A', etc. diminuent continuellement , mais de ma- 

... . sin* »i n >! tin ri . 

merc que les rapports — g— , -y~, — jr-.etc. convergent vers une quan- 



ti té constante qui sera leur limite. En effet, des valeurs précédentes on 
, .. »inx' sin X i-4-c .. , . sinx' «inx* î-fV 

déduit -j7- = — r— . — : on aurait de meme — rj- = -p-. — 

V b i+cusx b b î+coix 



etc. Donc après un petit nombre de termes sera constant, et 

par conséquent aussi i d’où l’on voit que la suite des para- 

mètres n , ri, ri, etc. , converge , comme dans le premier cas , 
vers une limite qu’elle atteint sensiblement au bout de quelques 
termes. 



Le moyen trcs-simple que nous venons d’indiquer pour calculer 
la suite des paramètres n , ri, ri, etc. , lorsque le premier n est 
positif, peut aussi s'appliquer sans difficulté au cas où n est de la 
forme — c % siu* S; de sorte que nous pourrons supposer qu'il est 
employé généralement dans tous les cas ; et d'après cette supposi- 
tion , nous allons continuer les calculs nécessaires pour parvenir à 
l’expression de la valeur de H. 



(90). Il faut d'abord avoir la loi des coefficicns R“, Ae; pour 
cela , si l’on fait 

</ — ('+*')’ ('-M T (>-f**)* Q+n ')* „ |r 

(,+ n 'y—b'‘ » — (i+n’y—b'‘ » » 

on aura successivement 



B' = a/t'B , B'=a/«'B' = 4 A'A'B, B"= 8 /SririB, etc. 



Mais 
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• # • b* /V 

Mais des équations i+n'=i'cot*-î X, i-f- n == — , A* = r-r-rrr. * 

1 1 • ' 1 siu’a' (i-t-6)’ 



î n ' cos a ’ 



on aura semblablement h" — ■ — -rr . A" = . — î— s , etc. : 

i + n coi a. * i+n coi a * ' 

donc 

aB(i4-n') Tt > 4P (»+"*) n» 8 B(i+i»*) elc 

(i -f-n) cos a’ (i -f-n) col a cos a' ’ ( i -H>)cos a cos a' cos * ’ 



et en général = 



a^B(i-t-n^) 

(l -HO COS a COI K ' . . . COS 



î B' s B' 

Enfin des équations A' = A — TqT? » A*— A' — etc. , on 

déduit généralement 



A* = A- 



1D' _ J£. . 

1 4- n' i + »' 



-;B/“ . 
i + iH’ 



ou , en faisant les substitutions , 

A ^_A __5 /_» ■ » . 4 ... I «*"* V 

i+n\cosa ' cosa cosa' coa* cosa'coia"'"' coa *coia'. .cosa'* -1 ' 

• 

Ces valeurs feront connaître celle du coefficient A M -f — - qui 

i -f- nr 

entre dans l’expression de H''. Soit ce coefficient = L'', on aura 

L^-A j 

(î-^-n) cog A. co# a'. . • cos >/*"** 

B / i a , 4 i \ 

«— ... ( - - ■- -4- — . — - -4- ■ - - — - . ■ ■ j • • • • “f - . >• 

l-|-fi\Cü8A 1 COS A COS A COâXCOSA COS A CO# A COS A . ♦ . CO# A ' 

Mais comme la suite comprise dans cette formule est divergente, 
il conviendra de lui donner une autre forme. Pour cet effet j observe 
que la formule précédente donne 

L / “ +I — 1 / — a^BQ — cosaQ _ 

(i-t-n) cos a cos a'. . .cos / 

Or on a vu qu'à mesure que ft augmente , la quantité - ^ * a P"* 
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proche de plus en plus d'une certaine limite, et qn’ainsi sin est 
en général de l'ordre l>r ; donc 1 — cos M est de l'ordre (A' 1 )*, 
ou Â“ + '; donc la différence Lj“+'— L/ 1 est une quantité très-petite 
de l’ordre intermédiaire entre b* et &“ +I , mais plus proche 

de ce dernier. On aura donc pour l’expression de JL/* cette suite 
fort convergente 

jj , ^ B B(i— co>>) . aT)(i — en»/ ) 

”■ i-+-n (l+n) eoa A*"* (i+n) cos A CüïX > 

, 4B(t— ce»?*) , 

+ 7 --,- \ r 5 ■+• etc., 

■ (î+djcosscosacosA 



laquelle devra être prolongée jusqu’au terme. 



3^~ i B(i-cosa^- 1 ) 



(l-f n)cos A cos *'eos**..,co* ^ 

que les quantités de l’ordre 



— inclusivement , si on ne veut négliger 



(91). Cela posé, les transformées successives étant 
H == (,+i') H'+ ^ 
ir= (i+v) h*+ f—, . 

etc. , 

on pourra exprimer généralement la fonction H par le moyen de 
H' 1 ; et comme les séries sont prolongées jusqu'à un nombre de 
termes n suffisant pour que la valeur de H'* soit donnée avec toute 
l’exactitude nécessaire par la formule 

= ( A '+ '“s 

il résultera des substitutions cette valeur générale de II , où l'on a 
fait pour abréger, V= (1 -\-b') (i-H»*). . . .(i-HO > 
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H=FL' 1 log uag(45*+i^) — I". J^. arc fin ^ ) 

, î B* «rctarn; ( l/nsinf) 

' Î~+I ?’ \7n 

_i_ /. I i/\ 5 B* arc tang (t/n'.«in **) 

-i-v-rfij-r+ï?- ÿw 

+ (I-K) (!+*■) . -rÿl . arctâ - ^^— n - ^ 



, p-t 1 B*“ arc tang (y/o^Sin ) . 

' i +■ n'* ‘ yV - * 5 

(g*). Celte formule a l’inconvénient d'offrir une suite diver- 
gente , et il importe de lui donner une autre forme. Se'parons pour 
cet effet le premier terme I I “L'‘ log tang ( 45* -f- £ <fr) , et appelons le 
reste Z*; désignons de plus par T' la quantité a [ ctan ^V^ n ' :ll *) ) nous 
aurons 

■7.M-' 7..“ pqp R* 1- * -1 pH-,rp^4., . j B^ + ' prp. 

J + n'*' 1 + ™!“+' i + nt*+' 

Cette équation peut se mettre sous la forme 

7S*+« 7>“ i/‘w f" B^ . 1 B“~ M \ __ T/a-t-i'p/M-i _ 



mais si on finit pour un moment A' 3 = 



Tz+'—ir 



* 4" B 



I 

CO» A 



on aura 



1 •f’ w 



A**; donc 



a^+'B 
' i-t-« 



I'A* T*— (t +b* + ') T^-’J 



Or d'une part la quantité VA* ne peut passer une certaine limite peu 
élevée au-dessus de l’unité ; d'autre part les différences 1 — cos M , 
T'*— T' ,+l sont de l’ordre é#*+* ; donc Z' H "'— Z'* est une quantité 
très-petite de l’ordre a^+'A" 4 -' qu’on peut regarder comme inter- 
médiaire entre A“ et A“+' , mais beaucoup plus rapprochée du der- 
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nier. On pourra donc exprimer TJ* par la suite fort convergente 
Z -f- (Z' — Z)-f- (Z' — Z'j + et c -> cl on aura pour l’expression gé- 
nérale de la fonction II, cette formule 



. ... . ... B are fane (L/n «in *) 

Il = V\f log tan S (4a*+i f") — jqp; ~ 

1<S a«c tan-(y/n' «in «>') /L+rojOv arc tang (’ ’n «in t> )~~| 

\ u ) ÿn J 



— *±.— 

CO» A L 



\/n' 



4 B 






j -f-n cob A cos à 
8B i-t-fc 1 . t+b- 



C ” , ,„arctan£(< /i-t-cnsA'\ arctangf^/n'»ine')~ | 

L (,+4 ) r? ’ v n 7 J 

arc tangfl/ n**in qT) -f-ros a'^ arclang( n'sinf'7 



i-f-n cos a cos A eus A 

— etc. 



Qi+i*) 



yn 



V>‘ 






Cette formule fondée sur celle que nous avons prise pour valeur de 
il“, suppose que l'angle p“ est toujours moindre que la limite donnée 
par l’équation cot y' h" . Lorsque P“ est égal à cette limite, ou 
qu'il en est seulement approché , la valeur supposée de IP* est exacte 
aux quantités près de l’ordre et alors il faut prolonger la série qui 

donne la valeur de II , jusqu'au fi i,m ' terme — , etc. inclusive- 

ment. Dans le cas où p^ sera éloigné de la limite dont il s’agit , ce 
qui arrivera lorsque p n’excède pas 90*, comme on peut toujours 
le supposer , on pourra ne calculer la série que jusqu'au terme 
( fi — 1 )‘™“ inclusivement, et le résultat sera toujours exact aux 
quantités près de l’ordre 

Pour déduire de la formule générale la valeur de la fonction com- 
plète H‘, on pourrait faire 9 = 90°, et prolonger la série, comme il 
vient d’ètre dit, jusqu’au (fi — 1 terme inclusivement. Mais il 

est plus simple de faire p= a“ -1 ~ = a*-**, ce qui donnera succes- 
sivement p' == 2^-%, p’ = a^Lr. . . .p u -'=~ ir, cot On 

parvient ainsi à la limite des valeurs de p*, et en négligeant les 
quantités de l’ordre A“, on aura sin p u = 1 , log tang (45°~h » ) 

= ï log f— ) , et par la substitution de toutes ces valeurs, on trouve 



.x-iifi—nm » 1 1.. ‘t a* ' B 1 +b‘\ 1 +b\ . . 1 -f IP 1 arc tang ✓n'' - ' 

* i+n ' co« A coa cosv.' 1 -’’ ÿ ^ 

a^B / i+i'. i-ffr*...i4-(/*~ l p arc tang y'n* /i+cosa^'n arc tang pV‘“'~| 

1+n \C0*A cosa' cos . V, a ) ^ n r-i J' 
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Mais les quanti tés i— cos A/* -1 , nf — n/‘~' sont de l’ordre l*‘,e t par 
conséquent négligeables ; on a donc plus simplement 

H , =r rî^ 1 0 „_£ B > « 1 arctangyV'-'* ! 

La'" ° b * « +» ‘ co» K ’ cos x' " ’ " ’ po, ,/•- » ' y, ,/*-< J » 

formule où il faudra substituer la valeur connue de Jv et celle 
de I" = ( . +V) ( i+r ). . .(, = ÛÇL . , etc., 

ce produit étant continué jusqu’à ce que le nombre de scs facteurs 
soit /t — i. 

Telles sont les formules les plus simples par lesquelles on pourra 
calculer les valeurs des fonctions II et H’, lorsque le module c est 
extrêmement près de l’unité; elles donneront tel degré d'approxi- 
mation qu'on voudra obtenir, en prolongeant suffisamment les séries 
qui les composent. 

(90). Si on compare maintenant cette seconde méthode avec la 
première, on ne manquera pas de remarquer que celle-ci n’est 
sujette à aucune exception , et qu'elle n’exige ni considérations de 
limites, ni transformations; il est donc préférable d’employer la 
première méthode , même dans les cas où c serait fort près de 
1 unité , puisqu alors cette méthode n’a d’autre inconvénient que 
celui d’employer quelques termes de plus, et le nombre de ces 
termes ne peut jamais être bien grand. 

Nous remarquerons encore qu’on peutsimpliGerà quelques égards 
les formules de la première méthode, en employant des angles 
subsidiaires A“, A”, A°°°, etc. pour calculer tant la série des para- 
mètres 7i°, n°° f etc. , que celle des quantités k, A”, A**, etc. , à 
l’exemple de ce que nous avons pratiqué dans la seconde méthode. 
Pour cet effet on aura les formules successives 



H -« = b col*jA* 
i+ft* =A° cot*{A°* = 



col*±A"° = 
l-l-7l M *=i°° 0 Cot* A >.»«♦« — 



etc. 



tau s ix ' = \J (ii) 

■ZF* 

âTïï* T° Un S » * ' yl,.» 

UngiA—=^ 

etc. 
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d'où l’on déduit 
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1 -f- . 


h 


1 


cos X* 


i+n C °* A 


‘ + n* 


— r+Ti 




1 ~^~ n cû5 


kk° 


1 


COS A° cos A** 


I + n . COS A . . . , 


1 ** J + n“ 


*+* 


,_ *~ n COS V** 


*JW“ 


1 


cos A* cosA** cos A‘ 


.+n~ C0SA •••’ 


î+n»” 


T+~n 



etc. etc. 



Enfin si l’on fait 

A*=A+^(i-K «*>•-+■ 5 cos A* cos \**.. . 
. . . .4- — cos A* cos A”. . .cos A*) , 



et qu’on prenne toujours K*= (1 4-c*) (i-f“ c"*). .. .(i-f-e**), la 
valeur de H sera 



H=K > “A A ‘® B • '‘* ,in ♦*) 

a c ‘ 1 +n V' n* 

_ y/S \/c°° _D_ arc tang (y/n"»in»-) 

ac ‘ sc° ' i-+-n * V /n “ 

co S A«co S A”/ rct * ng(|/n ” ,î " ^ 



ac ' ae* ac“ i-f-n 
— etc. 



yV 



La limite de ne étant zéro dans tous les cas, celle de sia A* sera 
et par conséquent celle de cos A“ sera c“. D’où l’on voit combien cette 
suite est convergente. 



Des cas les plus généraux dans lesquels on peut opérer 
la réduction des Jonctions elliptiques de la troisième 
espèce. 

(94). Si l’on différcntie par rapport à n chaque membre de 
l’équation H on aura 

<*n _ f r df 

Un J (1 -f-n àn‘ip )’0 J (1 A ' 
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or par la formule du n* 9 on trouve , en faisanta = (i-f-n)^i-f-L^ } 



n* 

Jl 



dp A yirt ç CO* 9 c* 



r __ £ 

J (1 -j- n;m ‘?)’4 1 



-f- n »in‘ÿ ri 



1/(1 -f- n sin'*) -j 



l (y I a+,c * 1 5< ^\ C ^ L 

“V*" » ~ »* / J (i4-«njn*e)û' 



Combinant ces deux équations entre elles, et observant qu’on a 

c*/( 1 +n sin**) $ = (c* + ») F — nE, 

on parviendra à l’équation suivante, où l’on ne doit regarder que n 
comme variable dans FI et dans oc , 

i rn£* -f- ocdn =>- i C*F . ÿ — i (F — E) J 4- i A sin * cos * . 

i_ 

Multipliant de part et d’autre par a ’ et intégrant, on aura 



V/. . n=>- i c «F/^-i(F-E)/^+iA sin*cos*/- 



dn 



-f-n ûn'p) V/a* 



11 faut maintenant , pour effectuer les intégrations , considérer suc- 
cessivement les trois cas de l’art. 5o. 



Premier ca* /i = cot'£ 
aenal 



«n J 0 



(95}. Alors on a dnz= 
générale devient 

A(M) n _ d5«n*9 



d9, y ' a 



-r-r — - 7 , et 1 équation 
sin 6 coi ^ 



n = C*F f— 4 - (F — E ) f 
Scu*4 J co»"jA(i , 9) ' ' 'J 0 ( 6 , 6 ) 

» . /" <ttco**3 

sin (f cos <pj q_ „ n »ç cos*4) A (i , 8)‘ 

L’intégrale est représentée à l’ordinaire par F (b, 0); et 

suivant les réductions connues, on a 



A 



c*d jîn*d 
cos*ÔJ(A, 6) ‘ 



:^A(A,6)-E(i,0) ; 



enfin si l’on fait pour abréger col’* = n ’ , l’intégrale 
A sin* cos pourra se décomposer ainsi : 
A êine r d# , A f dî 



’/ 






r 
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et sous cette forme clic peut être représentée par 



— -?F(A, 0) -T — — 

COS P \ ’ s ' SlllipCOSp 






Substituant toutes ces valeurs, et désignant, pour plus de clarti 
par n(n,c,<p), A(c,p), F(c,<p), E(c, <p) , les fonctions U,/ 

F , E ; on aura , pour le premier cas , la formule générale qui suit': 



n (n, c, I p) + A( i± rt n (n', 6,6) 

ai n.^cosî» v 9 ? t s i sin( p C05 p \ j j / 

= S C+|liA(i,0)F(c,?)+ c ^iACc,«>)F(A,0) (O- 

( -f F(c, <p) T (b, 6) - F(c, <p) E (b , 0) - E (c , <p) F {b , 0) 



La constante C, ajoutée à celte formule, pourrait être fonction 
de <p , puisqu’elle résulte d’une intégration où <p a été regardée 
comme constante ; mais comme la forme [de l’intégrale est telle 
qu’on peut permuter entre elles les quantités <p et 0, pourvu qu’on 
fasse de même la permutation entre e et A, il s’ensuit que C ne 
contient ni 0 ni <p , et qu’ainsi C est une constante absolue. 

Pour en déterminer la valeur, prenons un cas particulier , et 
supposons à la foisp et 0 infiniment petits. Cette supposition donne, 
en rejetant les infiniment petits du second ordre F(e,p)=E(e,ç)=ip, 

F(A,0)=E(M) = 0, A(c,<P) = A(M)=i, n(n, c ,<p)=/ Tq ^_ 



_ .nr 0 arc ( an g ^ semblablement FI ( ra', 6, 0) =*= 

g 

= <p arc lang -. Substituant toutes ces valeurs , il viendra 
f 



„ fi 6 

L = arc tang ^ -j- arc lang - = -g 



(96). Si l’on veut appliquer la formule de l’art, précédent au 
cas où $ = il faut, pour éviter les quantités infinies qui se 
rencontrent dans les deux membres, faire p =7 •JT — v, et sup- 
poser a infiniment petit. On aura ainsi n’ — cot’p = tang*a> = «*; 
et puisque n' est infiniment petit, la fonction n («', b, 6) s’expri- 
mera de cette manière 



ri /„/ 1 f *1 ô _ r , Atbin 1 ! 

n v « , b , ü) -J (l+nWi)û ^; é j -J - nj ^ : 



on 
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on aura donc 

-r-± n («',£, 6 ) — ^?F(i, 0 )=«AF (*, 6 ) — 

d'où l'on voit que le premier membre se réduit à zéro, lorsqu'on fera 
ce = o, et qu’ainsi la supposition de p=-j K doune cette formule 

H' (.,.) = 4« + £}*<*' W.)+ F'«F(M) I 

— F'(c)E(À,fl) — E'(c)F(4,ô) ( 

Toutes les fois donc que le paramètre n est positif, la fonction com- 
plète de troisième espèce n‘(/i,c), pourra toujours se déterminer 
par des fonctions de première et de seconde espèce , savoir, par 
les fonctions complètes F‘(e), E' (c), qui se rapportent au mo- 
dule c , et par les fonctions non-complètes F (b, fl), E (b, fl), qui 
se rapportent au module complémentaire b , et dont l’amplitude fl 
se déduit du paramètre n par l'équation cot fl = y'n. 

Ce théorème est très-important dans la théorie des fonctions 
elliptiques , et son usage sera d'autant plus étendu , que dans beau- 
coup de problèmes de géométrie ou de mécanique , qui dépendent 
des fonctions elliptiques , on n’a souvent besoin que des intégrales 
définies ou complètes. Nous eu donnerons ci-après diverses ap- 
plications. 



(97). Si dans l'équation (XQ on met c — à la place d en, et qu’on 
fasse ^ = cot’A , afin de mettre en même temps A au lieu de fl, 
on aura 



~~ A (b, A)F'(c) -f- F'(c)F(£, A) 

— F‘(c) E (A, A) — E'(c) F (A, A). 

Mais, en vertu de l'équation c* = ij col’A ou c tang 6 lang A = t , 
qui se rapporte au module b, on a (n’ 18) F(/>, 8)-f-F ( 4 ,A)=F'(£\ 
E(i, fl) E(M) = E'(£) + À*sinA sinfl; on a en même temps 



tin a cot 






smA = 



CO»P 

& , 9) _ 

SU» 4 COè S 



COS A ; 



y/et. 



rtin 9 

âcCo’ 



A C*. V = Z(FJ) • 



tin A co." A ’ 



i8 
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Ajoutant donc l'équation precedente avec l’cquation et 

observant que d’après la formule du n“47» on a n*(„, c) ~h 

n 1 c) = F' (c) + on trouve que les angles fl et A dispa- 
raissent entièrement du calcul , et qu’il reste entre les fonctions 
complètes, pour les modules c et b, celte relation : 



j = F' (c) E* (i) + F' ( b ) E- (c) - F- (c) F' (A), 



ce qui est une nouvelle démonstration du théorème de l’art. 4a. 



(tj8). Puisqu’on peut exprimer la fonction complète n' («, c) 
par des fonctions de la première et de la seconde espèce, on 
pourra exprimer de la même manière toute fonction non-com- 
plète n (n, c, <p) , dont l’amplitude p est telle qu’on ait F (c, p) 
= A- F’ (c), k étant un nombre rationnel. En effet, si cette relation 
a lieu, il suit des formules démontrées ci-dessus, qu’on a n(«, c, p) 
= An , (i», c) + W, W étant une quantité déterminable par arcs 
de cercle. Donc il y a une infinité de cas où la fonction n, dont 
le paramètre est à volonté, pourvu qu’il soit positif, pourra se 
réduire aux fonctions de la première et de la seconde espèce , 
et ces cas sont déterminés par un symptôme général. 



Etant donné l’amplitude p , on peut trouver par un calcul assez 
simple, si la condition dont on vient de parler peut être remplie, 
c’est-à-dire, si la fonction F (p) est dans un rapport rationnel avec 
la’fonclion complète F’. 11 faut pour cela calculer la valeur appro- 
chée de la fonction F (p) par la méthode de l’article 65. Lorsqu’on 



aura déterminé l’angle # , limite des angles p , — , etc. , il 



faudra examiner si cette limite <t> est avec l’angle droit dans un 



rapport à- la-fois simple et très-approché. Si le rapport était un peu 
composé , il n'y aurait lieu à aucune réduction , attendu que la ré- 
duction exige que le rapport soit exact , et que , pour peu qu’il 
fut composé, l’équatiou qui détermine sin p serait d’un degré 
très-élevé, ce qui rendrait peu probable qne la valeur donnée de p 
satisfit à cette équation. Mais si le rapport dont il s’agit est ex- 
primé en nombres simples et qu’il paraisse au moins fort approché , 
il y aura lieu de croire qu’il est exact. Alors on s'assurera par 
les formules rigoureuses, si la valeur donnée de sin p répond au 
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rapport k trouvé entre F(e, ?) cl F‘(c), ou entre <I> et -ar. Lorsque 
cela a lieu , on trouvera également par les formules rigoureuses , la 
valeur de W qui doune n (», c, ?) = ill 1 (n, c)-l-W ; ainsi on 
pourra déterminer n (n , c, ?) par des fonctions de la première et de 
la seconde espèce. 

La méthode qu'on vient d'iudiquer n’est autre chose que la 
méthode d’approximation par laquelle on évalue la fonction de pre- 
mière espèce F(e, ?). Mais on peut pour le même objet employer 
une autre méthode qui parait conduire plus directement au but. 

Etant donné l'amplitude ?,o n calculera successivement les ampli- 
tudes ?,, ?>, ?.,, etc., qui donnent F (?.) = aF (?), F (?j)=3F (?) , 
F (?J = 4f(^) > etc -* c ’ esl ce < P , ’ on fera par les formules 

tang { ?. = A tang ? 
tang ( J ?, -+-!?) = A tang ?. 
tang ( i <P* 4* ï ?.) = A tang ?, 
tang ( ï 9s + i Pj) = ^ tang ?, 
etc. 

Il est évident que si l’angle ? est tel qu’on ait F (c , ?) = ÂF'(c) , 
k étant un nombre rationnel ^ , il y aura nécessairement dans la 
suite ?, , ?, , <p 4 , etc. un terme ?, tel que ?, c'est-à-dire 

qu’on devra rencontrer dans cette suite un terme ?, qui soit mul- 
tiple de l'angle droit. Et comme d'ailleurs , par les raisons que nous 

avons exposées , le rapport^ devra être exprimé en nombres assez 

simples , on n’aura jamais qu'un petit nombre de termes à calculer 
dans la suite ?, , ?,, ? 4 , etc. , pour reconnaître si les fonctions F (?) 
et F 1 sont commensu râbles entre elles, et par suite si n( n, c , ?) 
peut se mesurer par ri 1 ( n , c). 

( 99 ). Pour revenir à l’équation ( i') , nous observerons que cette 
équation servira en général à déterminer l’une des fonctions 
(n\ b y 6 ), par le moyen de l’autre supposée connue. 
Ces deux fonctions ont des modules comple'mens l’un de l’autre , et 
leurs amplitudes se déduisent réciproquement de leurs paramètres 
par les équations n = col* fl , n' = cot* ?. 
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Supposons qne l’angle 6 , déduit du paramètre n , soit tel qu’on 
ait F (b, fl) = AF' (A), k étant un nombre rationnel ; on aura par 
les propriétés connues, E(£, 8) = AF.' ( b) -f- V, et I 7 (n', b, fl) 
= n*(n', b ) + W, les quantités V et W étant déterminables, la 
première algébriquement , la seconde par arcs de cercle. 

Si maintenant on substitue ces valeurs dans l’équation ( ï) , et 
qu’ensuite on mette pour IV (n', b) sa valeur déduite delà formule 
(k) , on aura , après les réductions, ce résultat très-simple 

' ’ T ' HO Ç COS f 

D’où l’on voit que la fonction n peut alors se réduire indéfiniment 
aux fonctions de la première espèce, et la seule condition néces- 
saire pour cette réduction , est que le paramètre n, représenté par 
col* 8 , soit tel que le rapport de F (6 , 8 ) à F 1 (b) , soit rationnel. 
Ainsi nous avons encore pour ces réductions un symptôme général 
qui comprend une infinité de cas particuliers. 

Le cas de n =c qu’on a résolu u* 46, est compris dans le symp- 
tôme général , puisqu’en faisant cot *6 = c, la valeur de 9 qui en ré- 
sulte, est celle qui, appliquée au module b, donne F(b, 8 ) = ~ F’(£). 
Aussi eu faisant k=~ et substituant les valeurs de V et W qui 



sont V = j(i — c), W 

xQ- 



lit» p cos 9 



A CD ' p 



— - — arc tang. 7 — ; — — 



sin p cos p 
2^ 



arctang /* on retrouve la formule 



n « = arc tang.^+î^?. 



second cas , n = — 1 b‘ sia* 8. 



(100). On aura dans ce cas, ~ = 2r/8A (b, 8 ), y/ a =r , 



et l’équation générale du n* 94 deviendra 

F £ . rdt r 

A(b 6 ) ^ Va(M) 



d) 



(1— 

, . - „ _ r d)A(b,6) 

4 - A sin ffl cos ® / — r— î — 4 . 

J co»’ p -y- b‘ mu’ S iin‘ p 
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Or par les formules connues on a J = F(M)et/- 



T 



dl 



(1 — b’ sin’ 6)“ 



= iE(i, 6 ) — i d e plus en faisant b‘ tang’ <p = n , 



on a 



A sin 



W/ ; 



d»û(M) 



® sin*f sin $ cos p 



n («',*, 8)- 



A cos 9 
«in ç 






donc en faisant tontes ces substitutions on aura pour le second cas , 
la formule générale 



fc % iin6 cosê 






. f a(c.») 



sin <p cos p 

4-F (c , p)F(4 , 8) — E(c , $)F(4 , 9) — F(e,f )E(4 , 8) 



(0- 



On n’a point ajouté de constante , parce qu’en faisant d=o, les deux 
membres s’évanouissent. 



(101). Si on veut savoir ce que donne cette équation lorsque 
e = i -K , il faudra trouver la valeur de n (ri. b , 6 ) à cette 

limite ; et pour cela , il faut d’abord supposer ^ = jir — a», o> étant 
infiniment petit. Or puisque ri = £’tang’f= 4 *cot*» , il en résulte 

tang 'u j cl la formule du n° 46 donne 



n(*', b, 8)+n(tang*a.,i, 8)=F(M)4 

Mais a étant infiniment petit , on a 



«ingeose A (c, f ) ta ng fl 

â(c,p) ® *510^005^(6,6)* 



n(tang*«, b, 0 ) = F (b , fl) — M tang*», 

M étant nne quantité finie ; donc 

Jîti n(n', M) = c ° 8 ^» y) M+ arc tang . 

•mfcosÿ ' ' ' sin f D sia ç cosÿ A(* , S) 



Le second membre se réduit à - it lorsqu'on fait f = j -jr, donc on 
aura pour déterminer fT( n, c) , l’équation 



4* sin 4 cos 8 

MM)' 



[n- (n, c) - F>(c)l= ï + F> (c) F (b, 6) 

— E‘(c)F( 4 , 6} — F’ (c)E( 4 , 9 ) 



(m). 



y 
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d'où l’on voit que la fonction complète de troisième espèce IT (« , c), 
s'exprime généralement par des fonctions de la première et de la 
seconde espèce. 

Nous observerons que les formules (f) et ( rri ) auraient pu sc 
déduire de celles qui ont été données art. 5 i,g 5 et 96; mais il 
netait pas inutile de faire voir comment on pouvait y parvenir 
directement. 

La fonction non-complète n(n, c, p) s'exprimera de même par des 
fonctions de la première et de la seconde espèce , si l'amplitude p est 
telle qu'on ail F(c , p) = AF‘ ( c) t k étant un nombre rationnel. Car 
alors on a n (a, c , p) =À-n' (n, c ) -+* \V, W étant une quantité 
déterminable par arcs de cercle. 



(,oa). Supposons que l’angle 8 , déterminé par le paramètre 
n = — i A'siu* 8, soit tel que pour le module b on ait F (b, 8 ) 
= XF‘ (b ), k étant rationnel ; alors on aura par les propriétés con- 
nues Il ( n'yb , 8 ) = Aü 1 («', b) + W, W étant une quantité déter- 
minable par des arcs de cercle. Ou aura en même temps E(ô, 0 ) 
= kE 1 (A) -f- V, V étant une quantité déterminable algébrique- 
ment. Il suflira donc d’avoir la valeur de n ’(n',b) où l'on a 
n'= i* tang* p. 

Pour cet effet , j’observe que la formule du n* 47 donne 
n- (»', b) + rr (cofp , b) = F 1 (i) + ; 

ensuite par la formule de l’art. 96, on a 



rF(cot 



I -E'(ê)F(c,p)-F-( 5 )E(c,p) J; 



Faisant toutes ces substitutioas dans l'équation ( t ) et réduisant , 
on aura 



n(«,c, ?)=(i — £ ( , V^F(c, (p) + r ^ C> 9) A( a w - 

\ 9 ^ o* tin 6 coa ô / >• J ^ ^ f co«f «in ô coâô 



D’où l’on voit que la fonction de troisième espèce fl(n, e , p) se 
réduira indéGniment à la fonction de première espèce F (c, p); et 
la seule condition nécessaire pour cette réduction , est que l’angle 8 



* 
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déduit du paramètre n= — 1 -f- siu'é) , soit tel qu’on ait F (£, fl) 
r=A'F‘(i) , k étant un nombre rationnel. 

Ainsi dans le cas de n = — - e , où l’on a sm* 0 = •j-L_ , cette 

valeur de 0 est celle qui donne F(c, fl) = î F' (b) j la réduction 
est donc possible. On trouve ensuite par les formules du n° 5y , 

V= { ( 1 — e), W ssa *' n arc tang — — c - ) . \ àr 3 . ?. . e t substituant 
ces valeurs dans la formule de l'article précédent , on en tire 

ce qui s'accorde avec la formule du n° 40. 

(io3). Si dans l'équation ( t ) on fait n— — e* ou 0 = iir,on 
trouvera encore la meme équation qu'au n° 48 . Mais si on fait 

n = — 1 -{-»*,« étant supposé inCoimcnt petit, on aura sin 0 = ^ , 
ou 8 = ^, et la substitution faite en négligeant les puissances supé- 
rieures de eu donnera 

n ’("> c )=i? + F, ( c )-F E, ( c )- 

Telle doit donc être la valeur de l'intégrale f ■. — ■ — , . lors* 

qu'on suppose eu infiniment petit et 

Pour vériCer ce résultat par l'intégration directe, j’observe que b 
étant la valeur de A lorsque p — jir, on peut faire 

H — f * '-f -Ç * I\ 

J cos'f + b ' J cos‘p -f- «"iin'f \ A b J 

La première partie a pour intégrale ~ arc tang ( eu tang p), et en 

faisant tp— {K , elle devient La seconde partie se décompose 
en ces deux autres 

rp _ P dp /_! A y_ r »* «in'g rf» /\ _ 1 _\ 

J c '’-ÿp \ A bj 3 J cai'ç ( *'nup) \b A/ 

Or en intégrant par parties on a T= tang — g) — c* f ^ - ^l * » 
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expression dont le premier terme lang f — ï) = “ — * 



■ > s’évanouit lorsque f = ~-r; donc on a simplement 



— / 



c* si n'pdç 



--f^dp = F*(e)-£E'(c). 



Nous avons déjà les deux premiers termes delà valeur de rT(n,c); 
un troisième terme serait donné par l'intégrale V qu’on peut mettre 
sous la forme 

y_ # , r r-J? ûn’g 

J (cos'f+r/sm'p) (A-+-A) Aa ’ 

et en procédant de la même manière , on trouve que le premier 
terme de V, développé suivant les puissances ascendantes de a», 
est en même temps le premier terme de l’intégrale plus simple 

a l/WX’SW’ leqUel a p0nr ex P rcsïion 3 Réunissant 
toutes ces parties, on aura 

H’ (« , c) = + F’ (c) — £ E ' («) 4- » + etc. 

TROISIÈME CAS , n z= — c*siu‘0. 

(io4). La substitution de cette valeur de » dans l’équation géné- 
rale du n" 94 , donne 

Si *M>n-<r '/ssrb) 

ia 1 - * C r*</4 »êi*4 

4- A sm ® COS f I . " tt — tt ■ 

r J (t— r*»m*9«n*p) A (c, fi) 

Dans cette formule et dans toutes celles qui eu seront déduites , 
les fonctions A, F, E étant toujours relatives au module c , nous n'y 
joindrons que la désignation de l’amplitude, c’est-à-dire, qu'au lieu 
deA(c,0),F(c, 0),E(c,0), nous écrirons simplement A ( 0 ) , 
F(0), E(0). Cela posé, on a par les formules connues, 

/sÆ® = F < 9 >- E ( s >-M 1 >“ l9 ‘ 

et si l’on fait ri — — c’sin* P, on aura 
■J 



fi rrSjifi • rn «)-*(»» 



Donc 
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Donc la formule générale pour le troisième cas , est 

cot0A(0;[n (/», $) — F(<p)]=c°t pA(p)[n 0) — F(0)] 

4-E(0)F(<p;-F(8)E(<p) 

On n’a pas ajouté de constante , parce que la forme de l’équation fait 
voir que si on change p en 0 et réciproquement, la constante devrait 
changer de signe, ce qui prouve qu’elle est nulle. 



(,o5). Si dans la formule précédente on fait <p=z{it f on aura 
immédiatement 

n-(»)=F- + ^i[F«E(0)-E'F(0)] (/>')• 



Ainsi dans le troisième cas, comme dans les deux premiers, la fonc- 
tion complète de troisième espèce n 1 (n) , s'exprimera toujours par 
des fonctions de la première et de la seconde espèce. 

Il en est de même de la fonction non-complète n(/i,c, <p) ou 
n (n, <j), si l’amplitude <j> est telle qu'on ait F(p)= ÂF‘, k étant 
un nombre rationnel; car alors on aurait II ( n , <p) = AIT («) + W, 
IV étant une quantité déterminable par logarithmes. 

Il est remarquable que les formules (n ) et (p) qu’on vient de 
trouver pour le troisième cas , sont plus simples que les formules 
analogues pour le premier et le second cas , puisqu'elles ne con- 
tiennent point les fonctions F et E relatives au module complé- 
mentaire b. 

Remarquons encore que la valeur de n‘(n) serait indéterminée 
si on avait 0 = — -rr ou n — — c*. Mais alors on a généralement 
pour toute valeur de p , 



n C — c ‘> ?) 



1 



E(«0- 



c*sin ç cos 9 
b‘û (9) 



et par conséquent lorsque , on a 



n'(— o 




( 10 G). Revenons à la formule générale («'), et supposons que 
l’angle 0, déduit du paramètre nss — c’sin’S, soit tel qu’on ait 
F(9) = AF‘, k étant ratiouncl ; on aura alors E (0) = ÆE'-I-V, et 
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fi ( n, fl) = AIT (/»') ■+• W, V étant une quantité déterminable algé- 
briquement , et W étaut déterminable par logarithmes. Ces valeurs 
et celle de la fonction IP (n') tirée de la formule (/>') étant substituées 
dans l’équation («') , il en résultera 



n(«, ?)= (» 



V tan» $ \ p - , W cnt j)A { ») 
1 “ a (S) J *r* coi»a(«0 ’ 



D’où il suit que la fonction n(n, tp) pourra être ramenée indéfini- 
ment aux fonctions de la première espece , si le paramètre satisfait 
à la condition mentionnée. Nous avons déjà donné (n°86) un 
symptôme semblable de réduction , mais celui qu’on vient d’indi- 
quer est beaucoup plus général. 

Soit, par exemple, n = — ,-f-ô= — c*sin*fl,on aura sin*3 = ■ , 
ce qui donne F (0) = -j F\ On a alors par les formules du u* 5j , 



et n(«',fl) 

d’où résulte 



E(!)=;E' + i(i-S). 

"'<«•) + "* (T‘ 



• 4 ) sin $ en» 9' 



Â-RT— î) siu p cos f . 



:)■ 



n(»,*)=^E(,)+Jjlo g (; 



’A — (i — b) sin f cos 9' 
A + (• — è) si n f cos ç, 



:)• 



ce qui s’accorde avec la formule du n” 5a. 

Nous terminerons ces recherches par une observation générale ; 
c’est que toutes les fois que la fonction de troisième espèce fl est 
réductible indéfiniment aux espèces inférieures , elle est toujours 
réductible à la première espèce , c’est-à-dire, qu’elle s’exprime par 
la seule fonction F(c,<p), 11 n’y a d’exception à cette règle générale 
que lorsque n — ■ c*, et lorsque n — — i , seuls cas où la fonction 

de seconde espèce E (p) entre dans l’expression de n , ainsi qu’on le 
voit par les formules du n‘ 48. 



Digitized by Google 




DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



«47 



Réduction générale desfonctions elliptiques dont le paramètre 
est imaginaire. 



( 107). Soit p = - ■ "!* ? . . , -r . Ç étant un coefficient constant, on 

\ /s r (1 -f- a 9 ’ 7 

aura par la différentiation et en introduisant un second coefficient k, 

dp dp 1 — (a-HD »in*ÿ -f- (1 -f-aÇ) rtin'f — 

1 -f- A/j* ’ A ’ (1 -J- Ç ,iti*ÿ)*(i — c'tio’f ) -f- k bi.i*ç (1 — aiu’f ) 

Supposons que le dénominateur du second membre soit égal au 
produit de ces trois facteurs : 

(i-f-nsin*$) (t-f-z/sin*?») (t — m sin*^) , 
il faudra satisfaire aux trois équations 

nn'm = c*£* 

(1 + n ) (1 +n') (1 — m) = J* ( 1 + Ç)* 

(n-f* c‘) (n'+ c‘) (>n — c‘) =1 b'c'k. 

Pour cela , supposons que n et n‘ soient connus, il faudra par leur 
moyen déterminer les trois autres quantités f , m, et A. Et d’abord 
l’équation qui détermine Ç étant 

-—«T ■ *-(' + !')• 

^(l +n) (1 -t-n')* 



si l’on fait pour abréger M=£*+c*^-i_ü^ , on aura 

MC — + y/[y& • ■ ^ ( «•+ «) C «N- «')]■ 

r étant connu, ou aura m et k par les équations 



c*Ç* 

m — -T- 

nn 



k = ( n ■+■ c‘ ) ( n' + c') . 

Cela posé , on peut donner à l’équation différentielle la forme 

dp dp J - A . A' , B P"l 

T+üjë “* A L>+« tin'f x -J-n'wn’f ‘1 — m sio> <_| ' 
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cl les cocfficiens A , A', B se détermineront de celle manière : 



A — 



A'== 



B = 



n 3 4-(a 4- g ) n’ -+• ( i -f- a? ) c*n+ fc* 
n ( #1 — n) ( n -f- m ) 
n' 1 4- (a + K) n ‘ Ç ■ + gQ r V+ r r ‘ 
• n («' — n) (n' + m ) 

m 3 — Cfl + Ç)m»+ (i -f»aQc a wi--fr» 

m ( m ) ( m -h ) 



On aura ensuite l’integrale 

An c »)+ A'n («o + B n (_ «) + i F =/ 



(108). Ce résultat a lieu quels que soient n et n'. Supposons donc 
que ces paramètres sont imaginaires et qu’on a 



« = » (cosfl-f- \/ — i sin fl) 
«' = » ( cos 8 — \/ — i sin 8 ). 



D’après ces valeurs , si ou fait pour abréger h = — 6 , 

ou trouvera 




Ç = — r/* — f— r j/” ( * +2 h cos 8 -f- h‘) 
k — (c*-{- ic’r cos 8 -f- »* ) — gf, - ; 



d’où l’on voit que les trois quantités £, m, le sont toujours réelles ; 
il en sera de même du coefficient B , qu’on peut mettre sous 
la forme 

JJ m 1 — ( a + t) m* 4 - ( » -f~ 3 ‘ ) c*m — fc* 

m 5 -f- am*if cos 4 -f- mt* * 



Quant aux coefficiens A et À', ils sont nécessairement imaginaires. 

Pour avoir plus facilement leur expression, soit A=)(P-f-Qy/ i), 

A'=î(P — Q t/ — i) , on trouvera que les quantités P et Q sont 
déterminées par les équations 



P = i — i — B 



! m (i —B) — a — if 



C05 6 



f MD 6 



h 0 + sj) 
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Tous les coefficiens étant ainsi connus, on aura enfin l’intégrale 



P+QV'— * 



n( n ) + 



P ~ 9 V— 1 TUn'\ 

3 

t 



n («')=- Bn (—,»)_! f 

_L. j_arr ta.irr F* » CO» » , 

V<‘ ^ (i "('?')• 



Cette inte'grale ne suffit pas pour déterminer les deux fonctions 
n (n) , ri (n) ; mais si on fait attention que le radical contenu dans 
la valeur de ( peut être pris avec le signe — , et qu’ainsi il y a 
une seconde valeur de £, savoir. 



£'= — rh — n/(i -f- abcos fi +/»*), 

on verra qu’il doit en résulter la seconde intégrale dont nous avons 
besoin. 

Si on désigne les nouvelles valeurs de m , * , B, P, Q par les 
mêmes lettres accentuées, on aura donc 



k = (c*-f- 2c*r cos fi-f- — - 

' o*c* 

B '_ (a + O m-+ (• + Q c’m'— cV 
a m'V cos â -f- m'»* 

F = i — ^_B' 

ry m '(» — B') — s — t' 

^ Tsm"# 






et la seconde intégrale sera 



p -^in W - 



1 n (»’)=— B'n . , 






■ arctang YJL± n JÏ21± 
V h ® (l -f- Ç ain*ÿ) A 



Il est visible maintenant que ces deux intégrales donnent les valeurs 
des fonctions n (n) , n (n), exprimées chacune au moyen des fonc- 
tions n( — m) et n( — ff/).Donc en général toute fonction de troisième 
espece dont te paramètre est imaginaire , peut s’exprimer par deux 
fondions de la même espèce , dont les paramètres sont réels. 

Ce tLéorcmç résout pleinement la difficulté qu’on aurait pu élever 
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sur la division des fonctions elliptiques en trois espèces , s'il n’eùt 
pas été constaté que les fonctions dout le paramètre est imaginaire , 
peuvent toujours sc réduire à celles dont le paramètre est réel. 



(109). U faut maintenant entrer dans quelques détails sur les résul- 
tats de la solution précédente. 

J'observe d'abord que les paramètres — m, — m' sont tous 
deux plus petits que l'unité , puisque d'après l’équation qui déter- 
mine £ , on a 

4- (1 4- O* 

1 — m = — : — s — — — -■ 

» + a» co» 8 4- »* 



En second lieu , si on substitue la valeur de £ dans l'équation 
c*-* 

m — — ,ou aura 

r* 7 

m — c'= ae’h [A 4- cos 8 — a A cos 8 + A 1 )] ; 

on aura semblablement 



ni — c* = 2c‘h [A 4- cos 8 4- v/( 1 4- a A cos 8 4 “ A*)] ; 

et le produit de ces équations donne 

( m — c*) (/«' — c*) = — 4 c< A’sin'8 : 

donc on a toujours m <c* et c*. Ainsi des deux paramètres 
— ru, — m', l’un appartient à la forme — c*sin* 8 , et l'autre à la 
forme — 1 4- A" sin 1 6 , de sorte qu’on peut faire m = c* siu* A et 
m'— 1 — A* sin*/r ; on peut aussi déterminer directement les angles A 
et fi, par les formules 

sin A = — ■ A 4 - l/( « 4" aA cos 8 4“ A*) 

a ch ?inô 

cos u = -r • 

^ 0 CO» A 

Les valeurs correspondantes de k et k 1 étant 



k = ( c 4 -f- ac*r cos 8 -}- »* ) 
k = (c*4-acV cos 8-f-»*) 

on voit que la première est négative et la seconde positive; d’où il 



Digitized by Google 




DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. »5i 

8uU que l’expression réduite de toute fonction elliptique dont le 
paramètre est imaginaire, contiendra toujours un arc de cercle et 
un logarithme concurremment avec les deux fonctions II ( — m ) ^ 
Iï( ni) et la fonction de première espèce F. 



(no). Les formules generales que nous venons de développer 
ne sont sujettes à aucune exception , ruais il ne sera pas iuutile 
d’en faire l’application à quelques cas qui présentent des réductions 
remarquables. 

Soit d’abord > — c , on aura dans ce cas Ç = — i , ni = i , 
B' = o , Q' = o , P' = a , k‘ = 1 + ac cos 0 + c*, cl alors la for- 
mule (/•') devient 

n(«)4-n («') = F -4* arc tang . 

Ce résultat se déduirait immédiatement de la formule du n° 4G , 
puisqu’on a nri = c*. 

Les donuées pour former l’autre intégrale se trouvent par notre 
analyse comme il suit : 



y c* -J- e cor S 

’ i + c cos 8 

( c* 4 ■ c co* SV 

— i r) 

i + c co» 






c co» oy 

( i 4- ac co» 6 4- c’ ) 



(l+f C05 il )‘ 

n l b * 

1 ç c ( c + co» a ) 

P = o 



Q=_ 



( 



:CO$ 0). 



Substituant toutes ces valeurs dans l’équation (jf) et faisant pour 

. , c sin S l/( i 4- ac cos J 4- c* ) 

abroger c = v i , on aura 

° i 4*ccos8 



pW-H'W Ht.Xa) n F 

i | /(i 4- r sin» i + i lin ♦ co» 

'as ® \(i + Çsin’e) n — > sin p cos f)' 

* 

Ces deux équations donnent la valeur de fl (n) et celle de fl (ii) 



»in 6 
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dans le cas assez general où l'on a « = c ( cos S -f- i sin 6 ) et 

n' — c ( cos 8 — V ~~ i siu 8). 

Si cependant on avait cos 8= — c, il y aurait un changement à 
faire à la seconde équation; alors on aurait m = o, et les deux 

ternies — Bn ( — m ) — i F de l'équation (ÿ') , se réduiraient au 

seul — ou simplement — F; de sorte que l’équation 

dont il s’agit deviendrait 

n (h) — n V) == _ c -¥=± F 4 - ^=1 Ioç, (±±U!ü±££Lr) . 

b a b ° \û — c siu ? cos f/ ‘ 

on aurait en même temps 

Il (n) 4- n («') = F 4- j arc tang — l ^ lg ^ > . 

Ainsi dans le cas de n — — c*4- bc\ / — i , la fonction IT ( n ) se réduit 
indéfiniment à la première espèce. Mais quoique ce cas soit peut- 
être le plus simple de ceux où le paramètre est imaginaire, on voit 
néanmoins que l’expression de la fonction n (n) contient à-la-fois un 
arc de cercle et un logarithme. 

(m). Un autre cas mérite d’être examiné avec soin; c’est celui 
où l’on a 

n = — i +8 (cos *4- y / — i siu A). 

Cette valeur donne t cos 8= — i 4-êcos A, v sin 8=i siu A, d’où 
résulte 

>* == i — a b cos A 4* 8* 

t * î r 

h — r — T ; 

3 COS S 1 O COS A 

On a donc £ = — r/tzbrh , c’est-à-dire que les deux valeurs de £ 
sont £ = o, £' = — aiA. 

La valeur £=o donne /n = o, ce qui fait la même difficulté 
que dans le dernier cas de l’article précédent. Elle se résoudra de 
la même manière; car ayant alors n ( — m)= — F, les deux termes 

— Bn ( — m) — £ F se réduisent à — F ; or en sup- 

posant d’abord £ infiniment petit et ensuite nul , on trouve 

. B 
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D'ailleurs les substitutions donnent sans difficulté 




P = — (6 — cos X ) 





on aura donc pour la première équation 

(6 — cosA — |/ — i sia A) n(n) -I- (b — cos A-f- — i sinA)n(n) 

a — tFH — % log + r *f° ♦ co * . 

o a 4 B \A — » sin f co j $ J 



et on peut remarquer que cette équation se déduirait immédiate- 
ment de la formule du n* 5i , en faisant n = — i -f- b cos A 

•4- b j/ — i sin A ; car alors de l'équation de condition , m \ 

= l>‘, on déduirait î — m = b ( cos A— i sin A) j et par con- 
séquent — m — n. 

Pour avoir la seconde équation , il faut continuer de faire les 
substitutions dans les valeurs des coefficiens ; elles donnent après 
beaucoup de réductions, les résultats suivans: 

y» 

i—4 cos a 
cV* 

(l — 4 CO» A)* 

4*^ *?in*A 
( l 4 COS A)* 

£ ( b — cos A) 

1 — b COB a 

( b — coa a) ( i — b cos a) 
sin A 9 




et la seconde équation devient 



[sinA-f-y/ — i (Jb — cosA)] Il (n)-f-[sin A — i/ — 

4»nA(4 — cosa)_, . . . r, , r 

~ r^TcôTÂ - n C— ^ -f-^arc tang ( - 



i (b — cosA)]n(V) 

bf fi n a fi np cos p 
i — b cosa— * 



- 20 ' 
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Ainsi on connaîtra les fonctions n (n) , n («') par le moyen de la 
seule fonction de troisième espèce n ( — m). 

Si on avait cos \=b , les formules trouvc'cs s’accorderaient avec 
celles qu’on a données dans l’article précédent pour le cas de 
cos 6= — c; et en effet dans les deux cas on a « = — c'-\-bc \/ — i. 

L’application de la formule précédente exige qu’on distingue soi- 
gneusement deux cas , selon que cos A est > b ou < b , afiu d’éva- 
luer convenablement l’arc de cercle Z dont la tangente est 

i b sin A sin p en* ç 
( 1 — b co» A — >* »in* p ) A" 



Soit i*. cosA>t, le dénominateur i — icos A — »*sin*£ sera 
positif pour toute valeur de i p, puisqu’en faisant sin <p = , , il se 
réduit à b (cos A — b), quantité positive. Alors l’arc Z n’augmente 
que jusqu’à un certain terme qui est son ma.rimum, après quoi il 
diminue, devient xéro , puis négatif. Ainsi un mobile qui décrirait 
l’arc Z pendant que p croit uniformément , ferait des oscillations 
autour du poiul de départ où p = o, et ne s’en écarterait de part 
et d’autre que d’une quantité déterminée par la valeur tang p = 




— b CO» A 
C05 A — b * 




’arc Z s'évanouira donc lorsqu’on aura Ç — 






ç = it t etc. 

Soit 2 \ cos A'< b, alors le dénominateur i — b cos A — v'sin’ip 
s’évanouit lorsque sin <p = ^ cas p on a çqs p — 1 1 

de sorte que cette valeur de p est réelle et < £ •*. Dans ce point 
l’arc Z, qui a une tangente infinie , est égal à £ : il augmente 

ensuite continuellement avec l’angle p , et lorsque p = 1 n , on a 
Z = 7T. 



On commettrait donc une erreur dans l’application de la formule, 
si en faisant p = 4 Pt , on prenait Z = o. La valeur Z = o n’a 
lieu que lorsque cos A > b , mais si l'on a cos A < b, il faudra 
prendre Z = ir. 



(na). Il est très-remarquable que dans le cas d’un paramètre 
imaginaire delà forme n = — i +£(cos A -J- \/ — i sin A), la trans- 
formation dont on a fait usage pour les approximations ( art. 84 ) , 
conduit immédiatement à la réduction de la fonction n («). 
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En effet, d’après cette valeur de n, les formules de l'article cité 
donnent 

"* = ~ÔW* : 



et puisque le nouveau paramètre n * est réel , la solution est donnée 
immédiatement par la première transformée 



où l’on 



n C») = l±f![^n-+ 9 F--f-^/ r 



il ?‘ co» y* ~j 
•+- n” «in* rJ ' 



p = [ sin X -f- y/ — i ( cos X — A)] 

7 = [cosX— 6 — y/— 1 sin X] 

= “j- [* — cos X -f /— i sin X]. 



La valeur de n (n) exprimée en fonction de n % c ”, <p’, est donc 
n C' , ) = i ÎKr ( cos X— b— /— i sin X)F(c”, r) 

+ (T^ri77( sio * + (cosx— b)v / — 0 n («% 

i b — cos a + y/ — i sin a . /i 4- b -f- > *>o eA 
‘ 4b/ \i 4-i—i sin ? V’ 

D’où l’on voit que la fonction n(n) dont le paramètre est imagi- 
naire , se réduit immédiatement à la fonction fl («”, c°, ) dont le 

paramètre est réel , et qui se rapporte au second cas de l’article 5o , 
puisqu’on a n° = — i -f- b“ cos* j X. 

Connaissant la valeur de II (n) , on aura en même temps celle de 
n (n‘) en changeant dans la formule précédente le signe de y/ — i . 
Si l’on veut comparer ces deux solutions, et qu’à cet effet on 
substitue les valeurs qui viennent d etre trouvées pour fl (n) et 
n (/<') dans la première formule du numéro précédent, ou verra 
aisément , d’après les relations connues entre les amplitudes ÿ et p’, 
que cette équation devient identique. 

11 n’en sera pas de même si les substitutions sont faites dans la 
seconde équation. On tombe alors sur une équation entre les fonc- 
tions fl (n*, e”, <p*) , n(— iri, e , ç), qui est vraie sans doute, mais qui 
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n’est pas identique. Cette équation est 



n «-,♦•)=- W'ÎÜÏZZr 1 n (- rf, «, ♦) + i±i r(., ,) 



(i-t-6)p . bp «m A *ine cos 9 

■ ~ t. ■ . arc tang ; E * . . ■■■■ 

ao «n A 0 (1 — b cos A — r* sin » A 



Pour la vérifier, au moins dans un cas particulier , soit COS A = b , 
on aura siu A = c , > = c , et cette équation devient 



n («“) = 1 — F(< ? »'P) + L ^’arc tang ? : 



mais on a dans ce même cas n° = — = — ( ' — '/) = — c‘ ; 

donc la formule du n° 46 s'applique à la fonction n ( n° ) et 
donne 

nM= ! F- + j ïï i pj .rc 



1 | | 

on a de plus F (c , p) = — - — F° = ^ F° ; donc pour que les 

deux valeurs de fl («*) s’accordent entre elles , il faut qu’on ait 



équation qui a lieu en effet d’après les relations connues entre 
p et P" (art. 58 ,'. 



(u 3 ). Pour comparer encore mieux nos deux solutions, cher- 
chons par l’une et l’autre méthode , la valeur de la fonction com- 
plète fl 1 (n). Daus ce cas ou a p=~ir ) ^=•3', et comme en général 

F (c, p) = ‘ - F(c”, p 1 ) , il faudra faire F(e% p’) — - F 1 (c) 

~ (i-f-A) F 1 (c). Substituant ces valeurs dans la formule du numéro 
précédent, on aura 

n 1 (n) = (eos A — b — v/ — 1 sin A) F' (c) 

~h ( sia * +(cos A— b) y/— 1 ) n (n% c", tt 

Il s’agit maintenant d’avoir la valeur de fl (n”, c°, -rr) qui est la même 
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que alT («', c°) ; celle-ci se trouvera par la formule de l'art. 101 , 
parce que n' peut être mis sous la forme «"= — 1 sinfi*, en 

faisant 0= - ( ir — X) ; on aura donc 



n- (»% 0 = [t^+F'C^FC^ 8) E'(c*)F(A*,9) 

— F'(f")E(i% S)]. 

Or par les formules connues on a F‘ (c”) = F‘ (c ) , E'(e*) 
=r F' (c) -f- -j E'(e); d’un autre côte on a aussi 0 ( 0 ”, 0 ) = 



4b 6 ) 

O“H0‘* b J *&\nQ cos Ô ' 



doue 

ao 6 io x ' 



n ' («*, F‘ ( c ) 



C ■ -f- y 

'±b sin > 



[^•+- a i $S F, w F ( A *> fl ) 

-rh E '(OF(i%6)-(^)F'( c )E(4 % 0)]. 



11 faut maintenant ramener les fonctions F (ô% 0), E(ê’, 0) à un 
module plus petit qui sc déduira de b * suivant la même loi que c* 
se réduit de c. Mais, si l’on n’y prenait garde, la notation pourrait 
induire en erreur. En cfl’et , la quantité b • n’entre dans la formule 
précédente que comme complément du module c*, et non comme 
une quantité déduite de b par la même loi que c* est déduit de c. 
Celle loi exige que c” soit plus petit que c, au lieu quei% complément 
de c‘, est plus grand que b. 

Pour éviter donc toute méprise qui pourrait venir de cette source , 
nous ferons i'*=C, et nous désignerons par B le complément de C, 
de sorte qu’on aura B = c'. Maintenant il faut exprimer F(C, 0) et 
E(C , 0) par le moyen de F ( C", 0°) et E (C°, 0 “), ce qui se fera 
par les formules des art. 60 , 61 , et en observant que la loi des 

modules décroissans donne C* = == ^ > on aura de 

cette manière les valeurs 



F(C, 0) = I±£F(C?,0-)=^F(ê, 0=) 

E (C , 0) = - BF (C, 0) -f- E(C% 0’) '^sin fi* 

= ~(~) F (*> ô’) + E(ô, fi*) + ^ siu 8”. 
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A l’egard de 0°, ce! angle se déduit de 6 par la formule lang (8* 0) 

= B tang 8= j-j-^ tang 0, qui douue 



tang 




ainsô 

■+■ C052* 



*in A 

b — coi a 9 



sin 



8 » 



tin a 




où il faut observer qu’on devra faire 8“ < si on a cos A < b, et 
6° > ï K si on a cos A > b. 

Cela posé, eu faisant toutes les substitutions, il viendra 



E TtP = i F' W+ÿ3ï* i* + F ‘ «F (4, 8") — E‘ (c) F (b, 0*) 

— F‘(c)E(A, 0")]. 

Donc enfin la fonction complète 

n (»)= i F’(c)— (— -* ) (b— cos A -j- \/— i siaA)F'(c) 

^i;^ H i- | [ , + r , (c)r(M . ) _E i (c) F (M . ) 

— F‘(c) E(&, 0-)]. 

Pour avoir la valeur de cette môme fonction par les formules de 

l’art, iii, il faudra d’abord mettre ni sous la forme i ô*sin*4, et 

chercher ensuite la valeur de 17' ( — ni) par la formule de l'art, ioi ; 
on observera d’ailleurs que les angles 4 et 6° oui entre eux la 
relation i = ctang4 tang6%d’où résulte F(A,4)-+-F(ô,0”)=F , (ô’' 
E (*, 4) + E(i, 0 *)=E'(ô) 4. ô’sin 4 siu 0 U . La substitution étant 
donc faite, ontrouvera après les réductions, la même valeur dcri’(n) 
que la précédente, ce qui prouve l’accord des deux méthodes. 



(u4)- Puisque toute fonction elliptique de troisième espèce dont 
le paramètre est imaginaire, peut se réduire à deux fonctions de la 
même espèce dont le paramètre est réel, il s’ensuit : 

i*. Que toute fonction complète de troisième espèce dont le pa- 
ramètre est imaginaire , peut toujours se réduire aux fonclious ellip- 
tiques de la première et de la seconde espèce. 

2 °. Que toute fonction de cette sorte nou-complète , mais dont 
l’amplitude tp est telle qu'on ait F (c, <p) = ÀF'(c), A étant un 
nombre rationnel, pourra également s’exprimer par des fonctions 
de la première et de la sccoude espèce. 
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3*. Que toute fonction n («) dont le paramètre est imaginaire, 
pourra se réduire indéfiniment à la première espèce, si l’ou peut 
satisfaire en même temps aux deux conditions nécessaires pour que 
les fonctions auxiliaires n ( — m) , n ( — m) soient susceptibles d’une 
semblable réduction. On a déjà tu un exemple de ces réductions 
(art. 109) et il serait facile d'en produire beaucoup d’autres. 

D'un symptôme général pour reconnaître si deux fonctions 
données de troisième espèce , qui ne diffèrent que par les 
paramètres , peuvent se réduire l’une à l’autre. 

(1 15). Nous avons admis trois formes dans les paramètres, savoir, 
n=col*3,/J = — 1 -f-A/sin* 8 , n = — c*sin‘6;ct nous avons fait 
voir que toute fonction qui se rapporte à la première forme , peut 
être convertie en une fonction qui se rapporte à la seconde forme, 
et réciproquement. Cette conversion se fait par la formule du n*5i , 
et sans rien changer aux deux autres élémens de chaque fonction , 
qui sont le module c et l'amplitude <p. Mais une fonction dont le 
paramètre appartient à la troisième forme, ne peut jamais être réduite 
qu’à une fonction dont le paramètre est de la même forme. C'est 
pourquoi nous nous bornerons à comparer successivement , pour 
les trois formes du paramètre , deux fonctions qui se rapportent à 
une même forme. 

Soit i*. n = col* 0 ; la formule (/»') du n° f)5 prouve que la fonc- 
tion n (col* 9 , c, ®) peut se réduire à la fouction n(A*tang’®, b , 0) 
qui diffère de la première par scs trois élémens. Semblablement la 
fonction n(cot*A, r,®) pourra se réduire à la fonction n(A*tang*®, b, A); 
mais les fonctions n(A*lang*® , b , 0) , fl (A* tang*® , A, A ) qui ne 
diffèrent que par l’amplitude, peuvent se comparer entre elles et 
avec la fonction complète n 1 (A* tang*®, A) , d’une infinité de ma- 
nières par les formules des n** 55 et 5 7. Supposons en général qu’on 
ait l’équation 

(F (A, A) =fc AF (A , 0) = IF 1 (A), 

» , A , l étant des nombres entiers ; alors il s'ensuivra par les prin- 
cipes connus, 

/ n(A*lang*®, h, ? )=fcAfI(A*tang*®, A, = (A’tang*®, A) -f- YV, 
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W étant une quantité déterminable par arcs de cercle. Mais la fonc- 
tion complète de troisième espèce IT (A*tang*p, A) est réductible 
aux fonctions delà première et de la seconde espèce ; donc l’équation 
précédente donne le moyen de réduire l'une à l’autre les deux 
fonctions n (A* tang * p , A, X) , Il (A* tang*<p, A, fi). Donc en général 
les deux fonctions n (cot* 9 , c, p ) , 17 (col*A, c, ç) pourront se ré- 
duire l’une à l’autre , si les angles 9 et X des paramètres sout tels 
qu’on ait iF (A , A ) ± AF (A, 6) = /F'(A), », k, l étant des nombres 
entiers à volonté. 

Soit 2 *. n = — i-f-A*sin*8, la fonction TJ(n , c, p) pourra se 
réduire à la fonction FI(A*tang’? , A, 8) par la formule du n” ioi. 
De même si l'on a rt= — i-t-A*sin*X, la fonction n(»',c, p) 
pourra se réduire à la fonction n(A*tang*!p, A, A). Mais on verra, 
comme dans le cas précédent, que les deux fonctions n (A*tang*spj A, 8), 
n (A' tang* p, A, X), peuvent se réduire l’une à l’autre, si les angles 
6 et X , déduits des paramètres n et n', sont tels qu’on ait «F ( A , X ) 
±AF (A, 8)= /F 1 (A) , k ,i ,1 étant des entiers. Donc cette condi- 
tion ayant lieu , il sera toujours possible de réduire l’une à l’autre les 
deux fonctions n(n, c, p), n (n', c, p). 

Soit 5°. n — — c*sin*8, la fonction 17 ( — c*sin*9,e, p) pourra 
se réduire à la fonction 17 ( — c* sin* p , c, 8) par la formule du n’ 94 ; 
semblablement la fonction I7( — 6-*sin* A , c , p) pourra se réduire à la 
fonction n ( — c* sin* p , c, X). Supposons qu’entre les angles 8 et X, 
déduits des paramètres, on ait la relation iF (c, X)=fcAF(e, 8)=/F'(e), 
i, k, l étant des entiers; alors on aura parles principes connus, 

j n ( — c* siu’p, c. A) et ATI ( — c*sin*Ç , c, 8 )=/n' ( — c’siu'p, c)-f-AV, 
AV étant une quantité déterminable par logarithmes. Donc la fonc- 
tion n(— c* sin*ip , c, X) pourra être exprimée par la fonction 
I7( — c* sin’ip, c, 8) , et réciproquement. Donc en général, si la 
condition mentionnée a lieu, les deux fonctions 17 ( — c*sin*6, c,p), 
17 ( — c* sin’A, c, p) seront réductibles l’une à l’autre. 

On voit directement un exemple de celte réduction dans la for- 
mule du n* 5a. Mais le symptôme général que nous venons de 
donner, donne les moyens de multiplier à l'infini ces sortes de 
comparaisons, et prouve que toute fonction donnée de troisième 
espèce peut être transformée en une infinité d’autres qui n’en diffé- 
reront que par le paramètre. 

La 
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La formule du n’ 46 , qui est la plus simple et la plus remar- 
quable des formules de comparaison, est comprise dans le symptôme 
général donné pour les deux premières formes, puisqu'en faisant 

n = cot*8 et — = cot*A, on a entre les angles 8 et X, la relation 
c lang 8 tang A= 1 , d’où résulte F (A, 8) -|- F(ê, A) =F‘ (b). 

La même formule servirait à comparer les deux fonctions 
n( — i+i , sin*6),n ( — i+i’sinV); car en faisant n=— i-f-i*sin‘8., 

— = — 1 -f- b' sin* A, il en résulte encore c tang 8 tang X = 1. 

Exemple d’une transformation particulière de fonction* 
elliptiques de la première et de la seconde espèce. 

(116). Deux fonctions elliptiques de la première espèce peuvent 
être transformées l’une dans l’autre , si leurs modules appartiennent 
à une même suite ou échelle. ...c*, c', c , c*, c", etc. formée suivant la 
loi connue. Cette propriété s'étend aux fonctions de la seconde et de 
la troisième espèce , pourvu qu’elles soient jointes à une fonction 
de la première espèce , dont le coefficient puisse changer à volonté. 
Mais si les modules des deux fonctions comparées ne sont pas 
compris dans la suite dont il s'agit, il y a très-peu de cas où la 
réduction d’une fonction è l’autre soit possible; nous ne connais- 
sons qu’un seul exemple où la réduction indéfinie ait lieu entre 
deux fonctions dont les modules sont complémens l’un et l’autre , et 
e’est cet exemple que nous allons développer. 

Considérons la formule R = / r T 1 * doit être intégrée depuis 

•'(1 — *’)* 

a • 

s— o; je fois 1 — , cequi donne — j«’ ‘-f-p^i-f-j u~‘), 
et j’ai la transformée 




Soit m — y/ 4 , et mu — t ‘ — 1 , on aura pour seconde transformée 

R = 

ai 



- f 

mj p'fi*— 3)* 
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3*4“ 



Enfin soit nz= y 3 j t =n tang ± <p , c* == — j— , on aura pour troi- 
# 4 

sième transformée 



(F(e,*) + C).' 



R = — f d * s= — 

mnj |/(‘ — mn 

Pour déterminer la constante, soitî=o, on aurau=o, ï = i ; et 
si l'on fait tang;X=^, on aur a$==X, de sorte que l’intégrale 
cherchée sera 

R = ^ F (*>*) — F (*,*)]• 

Si nous prenons un second angle fi. tel que b tang fi. tang X= 1 , afin 
qu’on ait F(e, X)-f-F (c,/t) = F'(c) , il en résultera lang/*= ^cot X 
= j . ” an ‘ = — = y / Cette valeur est celle qui pour le 

module c donne F(c,^) = jF'(c); donc F(c, X) = | F‘( c ) , 
et enfin 

R = ^rCF(e, f )_}F‘(c)]. 

L'intégrale entière prise jusqu’à z = i se trouvera en faisant <p=ir, 
et sa valeur sera 

R' = — .4 F'(c). 

(117). Faisons maintenant usage d’une autre transformation pour 
avoir la valeur de R. Soit |/( i — s 1 ) = i — -, ce qui donne 

(/’ — 0 s* + 3js= 3 r', * = ; on aura d'abord 

R = J*£- (~ — et achevant la substitution , on trouve 

r =' / 5 -/î^ô 

Soit maintenant ny=: i + on aura 

r an* f — dx 

m J } 



Soit enfin x=z n cot j et , et b' = - — 



1/(^4- 3x* + 3 y 

on aura pour dernière 
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16S 



transformée 



R=- "F(i, 

mj 1/(1— £r*sinS>) m ' 7 






Il n’y a pas de constante à ajouter , parce qii'en faisant s = o, on 
a successivement jr se oo , z = oo, a = o. 

Si on fait z — i pour avoir l’intégrale complète ou définie , on 
aura7= i , x'—m — i , cot 3 <* = \ Mais l’angle 8 déter- 
miné par l’équation cot 3 8 = est tel qu’on a F(A, 8) 

= |F’(i). 

En effet nous avons trouvé par les formules de la trisection 
(art. 24) que pour le module A = 3 t/( a — 1/3), on satisfait à 



l'équation 7 (b, y)=$ F' (A), en prenant cos y=(m — 

soit /n — 1 = n‘r , on aura cos y = nr ^/(a -f- /»*), et sin y = 
\/(i — anV* — nV*). Mais l’équation m — 1 étant élevée an 

cube,doune i=nV+-/j 4 r*-f-n*r ,5 ;donc 1 — anV — ra 4 r*=n*(r — ar'+ar 3 ), 

et par conséquent siny = »(i— r) \ / r, tang 5.= 1 r - Soit J 1 



t/r(a +«•)’ 

l’angle qui donne F (A, <f)+F( A ,y) =F' (A), ouF(A, t f)=jF , (A), 
on aura c lang J 1 tang> = i ; donc tang = “=^7^=7^» 
et tang 3 /== \/ r— ^—7 — — . Cette valeur étant celle de cot-j 8, il 

s’ensuit qu’on a £ «T— f— 38 =!'»’, ou 0 = -tr — -J, donc F (b, 8 ) 
= aF‘(A) — | F '(A) = f F' (b). Donc enfin 



»«=•***(*)• 



Comparant les deux valeurs trouvées pour R', on en tire 

F’ (c) = n*F* (A) = t /3 F‘(A), 

ce que nous avons déjà trouvé ( n" 4 1 )• 
fit si l’on compare les deux valeurs de R , on aura, quel que soit 
<p , celte formule générale de réduction entre deux fonctions de difle- 
reus modules 



F(^,'P)-!F’(c) = ^3F(ô, a ,)! 
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Quant à la relation entre les angles at et p , on peut la déduire de 
l'analyse précédente, et il en résulte 



n «in J «A ( b, a) + co? 1 * « 

n * ^ n cos £ «A (A , a ) — si» 3 ; »' 



Ainsi la simple substitution de cette valeur dans l’intégrale 

/ —r , — ..IJ , doit la transformer en n * f -»— < , et c’est ce 
1/(1 — C*«in‘e) ’ J \Z(| — o sin 3 »; ’ 

qu’on peut aisément vérifier. 

I.a fonction F ( c , p) s’exprime donc au moyen de la fonction 
F (b, a ) et de la fonction complète F'(A) ; car on déduit des équa- 
tions précédentes , 

F(c, ,p) = [ F (*,«)-+-? F- (*)]. 



On peut ensuite réduire le second membre à une seule fonction; car 
ayant déjà F(A, <f) =| F' (b) , si l’on prend un angle 4 < I ne 
F (A, 4) = F (A, a*)-+-F(A, J), ce qui se fera par les formules de 
l'art. 18 , on aura 

F( c ,<p)=t/5F(A,4); 

de sorte que les fonctions F(c , p) , F(A, 4 ) dont les modules sont 
compléuieus l'un de l'autre , seront toujours entre elles dans un 
rapport constant. 

On peut d’ailleurs avoir immédiatement la valeur de tang £ p 
exprimée en fonction de 4 > *1 suffit pour cela de substituer dans 
la valeur déjà trouvée de tang jp, celles de tang j« et 4(i, ®) 
qui sont 

° co» 4 ~h co» f 

^ ^ . A(A,4)A(fr,4) + A*sin 4»in f cos 4 co» t 

' ’ ' i — c'sin’4 sin*/ * 

et cette substitution n’oflre aucune difficulté. 



(n 8 ). Cherchons maintenant la valeur de la fonction de seconde 
espèce E(c , p) exprimée par la fonction E(A, «), ou, s’il est né- 
cessaire , par les deux fonctions E(A, a>) , F(A, u ). Le moyen qui 
se présente naturellement est de substituer la valeur connue de 
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tang j p en fonction Je m dans l’intégrale /At/p ; et comme on a 
/At/<p = /^ (i — c*sin’^)= j — c ‘ s * n ’P)> substitution ne 

resterait à faire que dans le facteur i — c*sin*^ ; or on trouve 

,, . (*+i( n * — 1) rin*«) A(i,«) — ■jiniimcoi* 

* ' 1 c Sln i -f* n*— j n‘sm‘»-t-n sin m cos » A (f ,«) 

Mais on voit que le résultat de la substitution sera fort compliqué , 
et que si l'intégration n’offre pas des réductions inattendues et 
difficiles à apercevoir, il entrera nécessairement des fonctions de 
troisième espèce dans l'expression de E (c , <p) , ce qui rendrait cette 
transformation illusoire. 

Il parait donc nécessaire de suivre une autre route pour arriver 
au but qu'on se propose. Pour cet effet , considérons la formule 
intégrale 

T — f xtlx ■ 

si on fait i — • jc 3 = , on aura x‘ = — £ u * -f- j/( i 5 u ~ *) , 

T = fx'u'dx =— + — f 3u , Mais l'intégration par par- 

ties donne/— t/(4« 5 + 0 + / { ^ . D °“ c 

rp y/(4u 3 +l) — 1 r udu 

au J v/( 4 “ 3 4 - >)’ 

Tout se réduit donc à trouver l’intégrale V = f—r~^ — r. Pour cela 

. , b J t/( 4 “ 3 + ') 

soit m 3 = 4 et mu — t* — 1 , on aura 

V = - C dt 

m'J p(l l — 3i“ 



'+ 35 ' 

Soit encore n< = 3 , t = n tang i <J> , .c = £ /(a -f- j/ 3 ), et la trans- 
formée sera 

C Çntang*!»— Q rf» _ n_ f dp / n’4-i ^ „ . 

m'nj p(i— c'wn’p) m'J A cos* ; p \ m'n ) * > * ' r 

Mais on a/ = aA tang j ? + aF ( c, ? ) — aE (c, <p ) ; donc 
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enfin 
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V=. -, [ A lang * p (c, p) — E( c, p)] 

et l'intégrale cherchée 

t- V'Gfc’+O — * a" * • i „ , • — n* -c . an . 

T au m* A ‘“"S T * + ^ F + E + COnS ‘- 

Il faut déterminer la constante de manière que l’intégrale s’éva- 
nouisse lorsque x = o : alors u = o, t= i, tang j p = i, p = A, 
F (c, p) = F(c, A)=|F'(c), E (c, A)=|E- C c )+— y— — (a — sin *) 

Donc on a 



=* j E'C<0 + —■ » A Un s * p = 



n («>-+- i)' 



l/( 4 “’+ 0 _ » »» 



", A tang i p — (^-) (F C c > p) — Ï F'Cc)) 
+S(^T) + ^CEC«,»)-!E-Cc)), 
ou pour tout exprimer en fonction de p : 

_ (£>(,,)_, F W ) 
+ SCE(«.»)-iE‘W]. 

Lorsque a? = i,onap = 7r,et cette valeur devient 

T'=HÇ[E'Ce)-(^)F-(e)]. 



Or par une propriété des fonctions F' (c), E’ (c), qui a été démon- 
trée n° 3 g, on a E' (c) • 






T' = 



an ’ F‘(c)' 



C 1 19). Intégrons maintenant par un autre procédé la formule pro- 
posée T = f-r —— — , et soit comme ci-dessus t/f 1 — jr’O = * 

J y(,_ j) v \ j y 
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la transformée sera 

t— s ïl f y! ' ,y r -viy ( 1 

a J (y- 0* »/«/- O J (/— 0* • 

Cette transformée parait au premier coup d'œil beaucoup plus com- 
posée que celle qui est résultée de la première méthode; et il semble 
qu’on ne peut éviter d'introduire dans l'intégrale des fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce , même de celles dont le paramètre est 
imaginaire. Mais ces craintes se dissipent en continuant le calcul qui 
offre des réductions très-heureuses. 

J’observe d'abord que la partie rationuelle s’iutègre algébrique- 
ment et qu’on a 

r Zydy(t 4- ; y 1 ) , y' 

J (y 1 — O* ~ * 'y 3 —*' 

Ensuite si on fait Z — - v on aura par la différentiation , 



j/z, _ _j>y rf y sy'J y 



donc 



v^(4r — 0 (y 3 -*)* vOy-O’ 

r y rf y , r y*y _ . 7 

J (y ! —ô‘ — 3 J 0 3 

Par ces diverses réductions on obtient 

T = 1/5 C ydy ^ yV(4y’— 0 ■ ; y* ■ 

v J v(4y‘— 0 a ‘ y '— 1 ' * ' y—i 

Tout se réduit donc à trouver l’intégrale u =rT7^rn;o r ® ir ° n 

r .. . , . J KMy— o 

lait comme ci-dessus wjy = 1 -f- v*, on aura 

U f 
s J Vi 

Si ensuite on fait v= n cot ± 0 , et ê = j t/(a — , on aura 

Tj m /" J- (i-t-n*cot*î ») 

n(i, a) » 

ou 

TJ mn y J» 1 /n* — t\ y <b» 

4 y un' i » û (fr, &) ■“ \ 4 n / J 
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et en appliquant les formules connues, on a enfin 

U = [E (b , *) -f- cot i »A (b , »)] - F (ô, et): 

Maintenant si dans l'e'quation T = U v/3 — jx , on substitue la 
valeur de U et celle de/x en fonction de <* , on aura l'intégrale 
cherchée 



m sin • r» (4 — an’)coii’i« — 3(a — n*)coj4I» — i-f-n’jin J «coj 

a n cos = mA l b.# 1 -4- sin ‘ 4 - m * 



intégrale où il n’y a pas de constante à ajouter , parce qu’elle s’éva- 
nouit lorsque a =o. 

Pour avoir la valeur de l’intégrale complète T’, soit t»=9, on aura 
comme ci-dessus F (b, a»)=|F‘(A) , E (A , ®)=| E‘ (A)-f-W, et on 

trouve W = — ^ sin J ' sin y (a — sin y) — — ^ sin 5 / ; donc 
T' = f [E' (A) - (£±i) F ' (4)] + [W+ cot i ÔA (A, fi)] - , ; 

Mais par les valeurs déjà trouvées, on a cot j fl == y/r, A (A, ô) 

s= . - / ■ — 7 - , sin «f = , sin y= i — cos / — —— ; d’ailleurs les 

n(i +r)v/r* i + r’ • i+r 

i — 3r* 

relations entre m, n, r donnent m=i-4-n*r, n* = — — — — , 
’ ’ ’ r(i+r*) 

ro = 3 \ i/r—-(i — r 1 ). Substituant toutes ces valeurs en 

fonctions de r dans la partie algébrique de T', et observant encore 
qu’on a o= i — y'-f-Sr* — 3;‘, on trouve que cette partie se réduit 
à zéro , de sorte qu’on a simplement 

T’ = ^[E'(*)-(£±i)F*(i)]. 

Comparant cette valeur avec celle qui a été trouvée par l’autre mé- 
thode , il en résulte l'équation 

^ = F-(6)[E'(A)-(i±^)F'(i)], 
qui s’accorde avec la formule de l'art. 4 '- 

Nous 
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Nous obtenons ainsi sur les fonctions définies F’(c),F'(i), 
E'(c) , E' (b) , les mêmes rapports que nous avons déjà obtenus par 
une voie plus simple. Quant aux fonctions indéfinies F(c, p) , 
¥ (b, a <), E(c,<p),E(A,a»), elles ont entre elles les relations 
comprises dans les deux équations 

T- [E Ce, p) — 7 E' (c)] _ (^)[F Ce, p) - f F' (O] + ® 

= ^E(i, + 

<S> et fl étant des fonctions algébriques connues, l’une de sin ~p, 
l'autre de sin 7 ai ; d'où l’on voit que les fonctions F(c, p), E(c, p) 
relatives au module c , peuvent s’exprimer indéfiniment par les 
fonctions F( b, a), E (b, at) , relatives au module complémentaire b. 

Des séries qui donnent , sans transformations , les valeurs 
approchées des fonctions elliptiques. 

( 1 20). Il peut être nécessaire dans plusieurs cas, surtout dans 
les problèmes de mécanique , d'exprimer par la seule variable p les 
fonctions elliptiques dont ces problèmes dépendent. Alors le déve- 
loppement se fera de la manière connue ; mais les méthodes pré- 
cédentes serviront toujours à simplifier beaucoup la détermination 
des coefiiciens. 

Considérons d'abord la fonction F = J ' et supposons ~ = 

À — 2B cos ap -f- 4C cos 4? — 6D cos 6 p -+- etc. , afin qu’il en 
résulte 

F = Ap — B sin ap + C sin 4 P — D sin Gp + etc. 

Il s'agit d’avoir le plus simplement qu'il est possible, les valeurs des 
coefiiciens A , B , C, etc. Or par un premier développement on a 

-7- = 1 -f- - c*sin*a-f- — t^sin^a -f- 1 c'sin'p 4 - etc. 

A ‘a r 1 a. 4 T a. 4 . 6 1 

Mettant ensuite au lieu des puissances des sinus, leurs valeurs en 

aa 
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cosinus linéaires, on trouve une suite de la forme supposée , dont 
les coefficiens sont aisés à déduire les uns des autres. On a d'abord 
le premier 

. i* . , i».3* , , i*.3*.5* , , i».3*.5*. 7 * , , 

A=i + -. C * + 5 r^c«+ c'+ «' + *c. 

Je le représente par 

A = i -f- me' m’e* + m"c*+ etc. ; 

les autres seront successivement 



B = i /n'c*+| m’c*-\r g m”c*+ etc. 

C= |-g |.l«'V + etc. 

D = 7 t i»"c* + 1 — m‘V + etc. 

4 10 itt 5 la ai 

E = » . — . — . J- m“ V etc. 

5 la ai 3a 



En général la n'“* des quantités C, D, E, etc., se déduira de la 
précédente, en omettant son premier terme, et multipliant les termes 

suivauspar ceux de la suite etc. 

On pourra donc par ces suites, trouver les valeurs de A, B, C, etc. , 
si le module c est une quantité assez petite; mais lorsque c diffère 
peu de l'unité , il faudrait calculer un grand nombre de termes pour 
n'avoir qu’une médiocre approximation. 

(îai). La valeur de étant multipliée successivement par dp , 

dp cos 2 p , dp cos 4<P j etc. , puis intégrée depuis p = o jusqu'à 
p = I n , on aura 

A - — C— b - — C— ** CQi ** 

2 c etc. 

Ainsi chaque coefficient peut se déterminer en particulier par une 
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intégrale définie , et toutes ces intégrales ne dépendent que des 
deux fonctions F*, E', qu'on sait évaluer dans tous les cas, avec toute 
la précision nécessaire. 

Les deux premiers A et B sont ceux qu’il importe de déterminer 
avec le plus de précision ; ils se trouvent par les formules ^ A = F' 
et ^ B= p (F 1 — E') — F‘, et si on substitue pour F 1 et E' leurs 
valeurs données n"* 65 et 77 , on aura 



A = 



a t/c° 
c 




D 

A 




etc. 



Ces deux premiers coefficiens étant trouvés , on peut en déduire 
tous les autres ; car en différentiaut l'équation = A — aB cos a? 

H- 4C cos 4P— etc- > on a 

<_ sm e co« * =4B sin ap — iGCsin4P-f-36Dsin6p — etc. 

Multipliant le premier membre par et le second par la quantité 

équivalente ~ — i + cos 2 <p ; multipliant de même par sin ap, les 

deux membres de l’équation ~ = A — aBcos ap + 4 C cos 4P — etc., 

comparant les deux produits , et réduisant tous les termes en sinus 
linéaires, on trouvera 

a.5C= 4B(£-i)-A 

3.5D = iGC — 1 ) — i.3B 

4 . 7 E = 56D (£-«)- a. 5C 

5. 9 F = 64E(1~.)~3. 7 D 
etc. 



En général , si A* désigne le n'T ' terme de la suite B , C , D , 
E , etc. , on aura 
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17a 

»(an— i) A*=(a/i— a)* A— • — 1) — («— 2) (an — 3 ) A— : 



c'cst la loi suivant laquelle chaque coefficient, à compter de D, peut 
se déduire des deux précédens. Le coefficient C , excepté de la loi 

générale, se détermine par l’équation GC = 4® (77 1) — A , ou 

plus directement par la formule 

¥=*••(■+?+ 



c pn £ ooo c wys 

-, — i 5 — 



4- «le) 



, c” / . c°°° . t">V~ . . S 

+ t( , + — -t— T- + etc -> 



I.orsquc c est fort près de l'unité, on déterminera E' et F 1 par les 
formules qui conviennent à ce cas , on en déduira les coeflîcicns A 

et B par les formules ? A = F‘, *Bs=~ (F 1 — E') — F', on calcu- 
lera ensuite C par l’équation GC = 4® — ») — A ; les autres 

se déduiront chacun des deux précédens par la loi générale que 
nous avons exposée; et cette loi sera d’uuc application d'autant plus 

sure, que le facteur ^ — 1 se trouvera, dans le cas dont il s’agit , 
peu différent de l’unité. 



(122). Les fonctions elliptiques de la seconde espèce pourront se 
développer de la même manière. En effet , si on considère généra- 
lement la fonction G =/(<*4-6 sin’p) ~ , ou, ce qui revient au 

même , G — /"(a' + f'cos ap) •£ , les formules précédentes don- 
neront 

G = a'[A^> — B sin 2^-f-Csin4? — D siu6p-f-etc.] 

— ^ — (~^~) 5 ' n 2ft+ ^~^ D sin4ft — ^^fc^sinGp-f-elc/J. 

Ainsi ce développement ne présente aucune difficulté nouvelle , 
et s’exécute par les mêmes coefficiens que celui des fonctions de la 
première espèce. 

On peut traiter de même les fonctions de la troisième espèce. 
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En effet, soit n = / ( ; *' suppose 

fl = M<p — N si n 3<p -f- P sin 4P — Qsin Gp ■+■ etc. , 
et qu’on diffc’rentie chaque membre par rapport à p, il en résultera 
une valeur de qui étant comparée à celle de l'article précédent , 
donne les équations 

N = — ( A 

n ' 

»P = 4<B 

!Q = i(C 

4R = t( d 

etc. 

D'où il suit qu’en supposant toujours A, B, C, etc. connus, il suffit 
de déterminer le premier coefficient M pour connaître tous les 
autres. Or en faisant p = j -T, on a IP = M.jir. Ainsi M se dé- 
termine par la fonction complète II', laquelle ne dépend que des 
fonctions de la première et de la seconde espèce. 

Ou pourrait aussi déduire la valeur de M de celles des coefficiens 

A . B , C , etc. , au moyen de la formule connue — ~ l ~ n ^ = 

’ ’ ’ ’ J t-t-nun'f 

i -f- aa cos as + 2 ®' cos 4P 4- etc. , où l’on a a = y\ : 

car en multipliant les deux membres par ^ cl intégrant depuis 
p = ojusqu'à p = 4' n ’> on aura 

M y/(i -f-n) == A — aBa-f^C®* — 6Dx 5 -f* etc] 

Surface du cône oblique. 

(ia5). Considérons d’abord le cône oblique à base circulaire. FIG ir. 
Soit S le sommet du cône , C le centre de la base , SO la perpen- 
diculaire abaissée du sommet sur le plan de la base , SAB la section 
faite dans le cône par le plan SCO. Si on fait le rayon CA = i , la 
hauteur SO = h , la distance CO = f, et qu’on appelle » lang\e 
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OCM , l'aire ASM correspondante à l’angle c* sera exprimée par 
l’intégrale 

Z = f\ (i — f cos ai)*]. 

Pour réduire cette intégrale à la forme ordinaire , soit tang f u 
— m tang -) f , et soit pris l'iudéterminc'c rn de manière qu’on ait 



ffi* 



*»+(«— /)« 

F+7T+/P 



si ensuite on fait a = - — et c* = i — i m* 

i -4- tnr * a 

aura la transformée 



A* + > — /* 
A’+ (,-/)*’ 



on 



^ a"» VV>'+ (' — fil r <i* t/(i— r’iiin‘e) 

Pour avoir la surface totale du cône, il faudra prendre cette inté- 
grale depuis ç = o , jusqu'à <p = ir , et doubler le résultat; ou, ce 
qui revient a» même, il faudra prendre l’intégrale suivante, depuis 
<? = o jusqu’à <p — j Tt , 



Z = am VTA*-K 1 — /)*1 r/ Ad» Ad» \ 

(•+™0* J V.(j q. « co«»)‘ *” (i — A co«»)V 

Soit de nouveau a = cos 9, ou /n=tang j 0. Si on fait pour 
abréger AS = A = |/ [ /s* — (i — f )*], ou aura en réduisant. 



Z = a* cot ± 0 / ■ -r»»" A(/J> 

Mais par une première décomposition , on a 

ri + 3p~ n ^'f Ai u = ^_ r d» 

J (i+n un»* »ii l' + ac + flJjô+Æp 

-f- (a-f-an) fi -f- — ^ C 7 . 

Substituant ensuite pour la dernière intégrale la valeur que nous 
a ' ons trouvée (art. g4) , le second membre deviendra 

nû tin » ens» ( 'c'dysn i*» rf. 

‘ +»«“V d A + (" + 1 V(, + n.m*v)A* 

Donc en prenant cette intégrale depuis $ = o jusqu’à <p = j ir , on 
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aura l'aire entière (lu cône 



Z’= aAcot* 6 [(«-f- i)n‘(n,<0— F’ (c) -f- E- (c)], 

formule où l’on a «=cot* 0 . 

Ayant déjà fait le plus petit apothème AS = A, si ou fait le plus 
grand BS = K, on aura immédiatement , en vertu des valeurs précé- 
dentes , tang ÿ G = (jf) > de plus , si on appelle Ç l’angle 7 (ASO 

+ BSO) que fait la perpendiculaire AO avec la ligne qui divise en 
deux également l’angle ASB , on aura c = sin £. Ainsi les quan- 
tités c , k f 6 , qui entrent comme élémens dans le résultat final, 
se déduisent immédiatement du triangle SAB. 

Au reste, comme la fonction complète El’ (ra,e) peut s’exprimer 
par des fonctions de la première et de la seconde espèce, on voit 
que la surface du côue oblique à base circulaire , ne dépend non 
plus que des fonctions elliptiques de la première et de la seconde 
espèce , de sorte quelle peut se mesurer par des arcs d’ellipse ; 
théorème qui n’avait encore été démontré que daus quelques cas 
particuliers. 

La surface du même cône étant développée sur un plan , il 
en résulte un secteur dont l’angle se détermine par la formule 




rf-j ( 1 — f cos » y] 

’ /f* 1 ’>f COS U 



» 



et au moyen des mêmes substitutions, on a la transformée 






Cette intégrale étant prise depuis p = o jusqu'à <p = aï , on aura 
l’angle total du secteur 



. 4 tang i 5 



[(■+3 n, c». «)-;>«]• 



On peut remarquer que si dans l’expression de V on fait 
la vâleur de V deviendra le quart de l'angle total V'. On a en même 
temps a = fi Donc si on détermine le point M de manière que 
l’angle ACM = 0 , l’angle correspondant V sera précisément le 
quart de l'angle résultant du développement de la surface cutièrc 
du cône. 
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(ia4). Supposons en second lieu que la base du cône soit une 
ellipse. Soient h la hauteur du cône ,f et g les coordonnées du 
point où la perpendiculaire h rencontre le plan de la base, f étant 
prise dans la direction du demi-grand axe de l’ellipse i , et g dans 
celle du demi-axe conjugué b. Soit i p l'amplitude d‘uu point quel- 
conque de l’ellipse , les coordonnées de ce point seront x=siup , 
j=b cos p , et l’élément de la courbe ds = Adp ; si du sommet on 
mène une perpendiculaire sur la tangente en ce point, le quarré de 

.... • . /<rco»*4‘ bfûo#— 4\* 

celte perpendiculaire aura pour expression A* ( - — J » 

donc l'élément de la surface du cône sera 

d'L = ~ dp y [A* ( i — c’siii’p) -f- ( g cos p-\-bf sin p — - £)*]. 

Celte différentielle parait fort composée j cependant si on fait 

. . . bx _ i — s* a dz 

tangip=s, ce qui donne sm< P = 7+v> r+T** 

on aura la transformée 

dZ = Tÿ. V [/'• ( « + s*)*— 4 e*/i , s*4- (g — b +aô/s— (g+b) s*)*] ; 

et puisque la variable sous le radical ne passe pas le quatrième degré, 
il est clair qu’on pourra trouver l'intcgrale Z au moyen des fonctions 
elliptiques. De plus, comme il suffit pour avoir la surface totale du 
cône, de connaître l’intégrale lorsque p == air, il semble que le résul- 
tat final ne doit dépendre que des fonctions complètes delà troisième 
espèce et des espèces inférieures , lesquelles , au moyen des réduc- 
tions connues, ne dépendent elles-mêmes que des fonctions de la 
première et la seconde espèce ; de sorte que l’aire entière du cône 
pourra encore être exprimée par des arcs d’ellipse. Mais il est 
nécessaire d'entrer dans quelques détails pour justifier cette con- 
clusion. 

(ia5). Pour faire disparaître les puissances impaires de la variable 
sous le radical dans la valeur de r/Z, il faut d’abord supposer 5==^—^"; 

et parce que la quantité sous le radical n’a , dans le cas dont il s'agit, 
que des facteurs simples imaginaires, le résultat de la substitution, 
•P rès avoir déterminé p et y, contiendra un nouveau radical de la 

forme 
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forme v/[(i + <**■**) (i + £*•*')]• Pour ramener ensuite la transfor- 
mée aux fonctions elliptiques , il faudra, en supposant a>£, faire 
ojcz=. tang 4> et 4 deviendra l’amplitude de ces fonctions , tandis 

que leur module c sera détermine par l'equalion c*= 1 — —, La re- 
lation entre ® et 4 sera donc telle qu’on aura tang î ® _ Pî+^HSjJ'. 
Or je dis que cette éqnation peut toujours se mettre sous la forme 

tang(4 — r) = Atang| (®— /*), 

A , n et t étant des quantités constantes. En effet si on fait tang \ti — l 
et tang t = t , l'équation précédente donnera 

tang 4- — *' A ( tang jp — t) 

i t taug 4 i-t-t tang * ? * 

Substituant la valeur de tang -j ® en fonction de tang 4 , on aura 



tang 4 — A + g tang 4 — t« — tt3ng 4) 

1 + < tang 4 “ + ta“6 4 + P«* + tang 4 

Celte équation devant avoir lieu quelle que soit tang 4 > soit 
»\ tang 4 — ('t on aura 

Soit a", tang 4 = — p , °n aura 
t — 

pxl —q 

Egalant ces deux valeurs de /, on aura pour déterminer t\ l’équation 



— 1 " ^ +p ‘)- » -l' - 
ai’ a(t+p 7 ) 



cot a r. 



On aurait semblablement pour déterminer t , l’équation 



» — «» _ ■ — ■?• + «’( 1 — p‘) _ 
a / a (</ — «*/>) 



cot/*. 



5’. Enfin, pour que l’équation ci-dessus devienne entièrement iden- 

* a3 
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tique , soit tang 4 = ao > ou aura 



A 



J i 

?'7=r 



Cela posé, Pcquation tang (4 — i ) = A tang * ($ — ft ) a Ken pour 
louteslcs valeurs correspondantes de p et 4; il en résulte qu'aux trois 
•valeurs <p= n, = , <p — 2îr-f-*t, répondent ces trois valeurs 

del’amplitudedesfonclions elliptiques 4 =', 4 — = T-f-r. 
Mais pour avoir l’aire entière du cône , on devra prendre l’intégrale 
Z. depuis <p = o jusqu’à tp = 3X ; ou , ce qui revient au même, 
depuis p = n jusqu'à <p — a it + M’> on devra donc prendre les foncr 
tions elliptiques qui entrent dans l’expression de Z depuis 4 = ' 
jusqu’à 4 = » -f- ■s'; ou , ce qui revient au même, depuis 4 = 0 
jusqu'à 4 —if. Donc il n’entrera que des fonctions complètes dans 
l’expression de l’aire totale , et ces fonctions se réduisent toujours 
au* fonctions de la première et do la seconde espèce ; d’où il suit 
que dans le cône oblique à base elliptique , l’aire entière peut encore 
s’exprimer par des arcs d’ellipse. 



Construction de la ligne la plus courte sur la surface 
du sphéroïde. 

(taG). Nous avons donné dans les Mémoires de l’Institut, an 1806, 
les équations nécessaires pour décrire la ligne la plus courte sur la 
surface d’un sphéroïde , et nous avons démontré que cette courbe , 
prolongée indéfiniment, est composée d’une infinité despires égales 
et semblables, comprises entre deux parallèles également éloignés 
de l’équateur. Nous nous proposons maintenant de faire voir com- 
ment on détermine les dilférens points de cette courbe par le moyeu 
des fonctions elliptiques, et pour cet objet, il sufiira de construire 
une seule moitié de spire comprise depuis le parallèle auquel elle est 
tangente jusqu’à l’équateur. 

Il faut d’abord se rappeler ce qui a été démontré dans le mémoire 
cité, que la ligne la plus courte menée entre deux points donnés 
sur la surface d’un sphéroïde , ligne qu’on appelle géodêsique , lors- 
qu’elle est tracée sur la surface du sphéroïde terrestre, fait toujours 
partie d’une ligue de celte nature perpendiculaire au méridien d’un 

v 
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lieu déterminé , oh tangente au parallèle de ce lieu. Nous suppose- Fic.i». 
rons donc que par un point A dont la latitude est donnée , on fasse 
passer une perpendiculaire au méridien du lieu A ; il s’agit de cons- 
truire cette courbe, c’est-à-dire de déterminer pour chaque point 
M dont la latitude est donnée à volouté, les 1 élémens inconnus du 
triangle APM , savoir, la distance AM mesurée par l’arc de la ligne la 
plus courte, la longitude du point M mesurée par l'angle P du triangle 
APM, 1 angle M du même triangle qui représente en ce point la di- 
rection azimutaie de la courbe ; enfin l’arc PM dn méridien mobile 
qui sera connu par ses coordonnées. De ces quatre élémens , deux 
peuvent être déterminés algébriquement , savoir , l'angle M et les 
coordonnées du point M dans le plan CMP ; les deux autres, savoir, 
l'arc AM et l’angle APM ne sont assignables que par les fonctions 
elliptiques. 

Soit le rayon de l'équateur CA = A, le demi-axe CB==B, la 
distanccdn centre au foyer de l'ellipse génératrice y (A* — B*)=x: AJ; 
soit l la latitude du point A , À celle du point M , P l'angle APM 
qui mesure la longitude du point M, M l'angle azimutal AMP; 
soient de plus les coordonnées CT = /, TM = u , et l’arc AM = i. 

Il s’agit de déterminer toutes les quantités t, u, M, s , P en fonctions 
de la variable A et des quantités données. 

U est ntile pour cet objet de substitner aux latitudes l et A des 
latitudes réduites /' et A', calculées par les formules 

tang l = tang /, lang A' = ^ tang A. 

Cela posé , les élémens qui peuvent être déterminés algébriquement 
dans la question proposée , sont t st= B sia A' , u — A cos A', 

sin M = - r °‘ ^ , . 11 suit de la dernière équation que f est le maximum 

de A', et / celui de A. On voit aussi par les valeurs des coordonnées 
que A' est l’amplitude de l’arc PM ; de sorte que cet arc , si on en avait 
besoin, pourrait être exprimé par la formule PM == A.E (J, A'). 

(137). Pour avoir les deux autres élémens s et P, soit pris l’angle 
P tel que sin A' = sia t cos p , et ou aura ( Mémoire cité, n* 4) l es 
équations différentielles 
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ds ~ dp A “J'* sin*/’ cos’p) 

jp co»/' <f» K(B’-+- AV* «in* f co»"f) 

A > — »in* t co«’f 

Ponr ramener ces expressions aux formes ordinaires des fonctions 
elliptiques, je fais c‘— i ou plu* simplement c=<f sin /, 

ce qui donne A* «f* sin* f) = et j'ai d’abord ds = 

-y dp y/(i — c*siu’4>) ; donc 

s=lE(c,p). 

Cette équation fait voir que tout arc s de la ligne la plus courte 
peut être assimilé indéfiniment à un arc d’ellipse dont le demi- 

petit axe CP = B, et le demi-grand axe CD — ô , quantité plus 

grande que B et moindre que A , puisqu’on a | = À Si sur 

ce quart d'ellipse P/nD , on prend un point m qui ait pour ampli- 
tude p, ou qui soit déterminé par les coordonnées Cr=Bcosp, 

rm = y sin <|> , l'arc Pm de l'ellipse sera égal en longueur à l’arc 
AM de la ligne la plus courte. 

Ces déterminatious ont lieu dans toute l’étendue de la courbe 
qu'on veut construire ; mais il suffit d’examiner le cours de cette 
courbe depuis p =o jusqu’à p = go*, c’est-à-dire depuis le point 
A où l’on a A = l , jusqu’au point 1 où la courbe rencontre l’équa- 
teur et où l'on a A = o. Au point A la courbe est perpendiculaire 
au méridien ou tangente au parallèle; au point I elle coupe l’équa- 
teur sous un angle I , tel qu’on a cos 1 = siu M = cos/', de sorte 
que l'angle I est égal à la latitude réduite ï . 

Dans ce même point, la courbe AMI est égale au quart d'ellipse 

B/nD , et on a i = -5 E‘ (c). 



(ia8). Venons maiutenant à la seconde formule qui donne la lou- 

B B 

giludeP, on aura d'abord, en faisant n=tang*/’, M = y^côT/^Ac ôTl 



»/P = M. 



Ar/j 

I -f-n »iil*f ’ 
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donc en intégrant 

P = ^-[(»+c*) n («>«> <P) — c*F (c, <p)]. 

Par cette formule on déterminera pour chaque point M dont la 
latitude est connue, la longitude P de ce point ; et les calculs pour- 
ront être faits avec tout le degré d'exactitude que comportent les 
tables de logarithmes , au moyen des méthodes que nous avons 
données pour évaluer les fonctions F et fl. 

Si on fait p=()o*, on aurala position du point I où la courbe coupe 
l'équateur par la formule 

P* — — [(«+«■) n- (« , C) - c*F'(c)l ; 

et comme la fonction complète n'(«, c) peut s’exprimer par des 
fonctions de la première et de la seconde espèce , il s'ensuit qu’on 
peut déterminer le point I par ces seules fonctions; ou , ce qui re- 
vient au même, par les seuls arcs d’ellipse. On pourrait déterminer 
de même une infinité d’autres points de la ligne la plus courte ; et 
lorsqu'on aura tracé la demi-spire AMI , on pourra de même 
tracer la continuation de cette courbe dans l'autre demi-sphéroïde , 
en observant que les poiuts situés de part et d'autre à des latitudes 
égales , ont avec le point I des différences égales en longitude. 

(129). Il est remarquable que la formule qui donne la valeur de 
l’angle P , est absolument de la meme forme que celle qui donne 
la valeur de l'angle résultant du développement sur un plan d’une 
portion de la surface d’un cône oblique à base circulaire (ia 5 ). 

Ce dernier angle est facile à trouver jusqu’à un certain degré d'ap- 
proximation, par de simples constructions géométriques, déduites des 
pyramides inscrites et circonscrites. D'ailleurs comme le cône oblique 
n’a de courbure que dans un sens, celte surface est censée plus simple 
que celle du sphéroïde qui est partout à double courbure; ainsi on 
doit regarder le problème de déterminer la ligne la plus courte sur 
la surface du sphéroïde , comme étant réduit à une moindre diffi- 
culté par la construction suivante , qu'on tire aisément de nos 
formules. 
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HG. i3. Faites nn triangle isoscèle pfp' , tel que sa base pp' représentant 
l'axe aB , le côté pf ou p'f représente le rayon de l'équateur A ; tirez 
pif de manière que l'angle p'pq ait pour sinus c, ou qu'on ait 
sin p'pq = siu L siu fpp. Sur pq comme diamètre , décrivez un cercle 
qnp dont le plan soit perpendiculaire au plan du triangle fpq. Le 
cône qui a ce cercle pour base , et pour sommet le point f , est 
celui dont la surface étant développée sur un plan, servira à décrire 
la ligne la plus courte sur la surface du sphéroïde donné. Pour cela, 
soit QM un parallèle dont la latitude est A, on déterminera succes- 
sivement les angles A', i p et», soit parles équations taug A'=^ tangA, 
cos i p = , tang i a>= tang (45° — j l) . tang j <p, soit par des 

constructions géométriques qui les représentent. L'angle u étant 
trouvé, on mènera dans le plan de la base le rayon en, de mauière 
que l'angle qcn=u ; tirant ensuite la droite fn , et développant sur 
un plan la surface qfn , l’angle f du secteur produit par le déve- 
loppement , sera égal à l'angle P du triangle spliéroïdique APM, et 
servira ainsi à déterminer la longitude du point M. 

Lorsque p = 90 % on aura » = 90 * — T ; alors l’angle produit par 
le développement du secteur qfn sera la moitié de l’angle produit 
par le développement de toute la surface fpnq ; et comme ce dernier 
angle est toujours moindre que deux angles droits, il s’ensuit que 
l'angle P , mesuré alors par l'arc El , est moindre qu’un angle droit , 
ce qui s’accorde avec les propriétés connues de la ligne la plus courte 
tracée sur un sphéroïde aplati. 



jjcvarmmaumn c«c 1 turc «c t cuij/suiuc, 

(i5o). Soit l'équation de la surlace proposée, 
x* . y* , s* 

l'expression de l’aire , comprise entre des limites données , dépen- 
dra de la double intégrale 

s =w(-^rf-> 
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mais l’une ou l'autre des deux intégrations ne peut s’effectuer sans 
introduire des fonctions elliptiques qui ne permettraient pas d'ob- 
tenir la seconde intégrale. Pour rendre la première intégration 
possible , au moins par arcs de cercle ou par logarithmes , on 
pourrait appliquer la méthode que nous avons donnée dans les 
Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1788; mais on par- 
viendra plus directement au même but de la manière suivante. 

Soit 2=ecosâ, on aura ^-+£,=sin*fl;soit ensuite > j'=£sin 0 cosp, 

on aura x = «sinSsiup. D’après ces équations , qui équivalent à 
l'équation de la surface, il faudra exprimer l’élément de l’aire en 
fonction des deux nouvelles variables 6 et <p. Et d’abord pour 
avoir la valeur de dxdj , je dill’érentie l’cquation jr = a$indsin^, 
eu supposant 9 constant, j’ai </.r = uJt cosç sin 0 ; ensuite il faut 
avoir la valeur de djr , en supposant x constante; c'est ce que 

donnera l’équation ^7 -+-'g;=»in* 3 , d'où l'on tire - /r/r=u!'*i/ 8 sin 6 cos 9 ; 
donc dtdy = alxlpdQ si n S cos 9 . 

Substituant cette valeur ainsi que celles de x et y dans l'ex- 
pression de l'aire S; faisant de plus, pour abréger —" 7 — = S t 
b* — - r* 

— p — = «, on aura 

S = ffaidçdfl sinü\/[i— (J'siü*^ -f- £ co 9 *p)sin* 9 ]. 

L’intégTale, par rapport à 9 , est facile à trouver par logarithmes; 
mais comme la formule qui en résulterait pour la seconde inté- 
gration , n’est pas du nombre de celles qu’on sait ramener aux 
fonctions connues, nous nous contenterons d’intégrer par séries. 

Soit doue «f sin’? -f- i cos*p —p, on aura, en développant le 
radical , 

S^ffubdpd^sm 6^1 — i/7sin*9 — ^^*sin 4 fi — — ^^J s sin*9 — elC.Y 
Or en intégrant depuis 8 = 0 jusqu’il ô = ;ir, 011 a 

/dSsin6=:i, yîÆsin J 8 = |, /</8siu‘8 = ^, etc. 

Donc il résulte de la première intégration , 
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Celte formule doit être intégrée de nouveau depuis <p =o jusqua 
<P = ï'JT; soient donc dans ces limites fpd , pz=^. P', fp'd$ = ^.P 
fp'*dp = ^. P*, etc. ; et l’on aura, après avoir multiplie par 8, l’aire 
totale de l’ellipsoïde 



8S = 4 *ab (. -i F -33 P'-^P'-^ P” - etc.) , 
formule dans laquelle il reste à substituer les valeurs suivantes : 
F = J'.i + i.I, 

a 1 a * 



P” = + /s. j j -1- «*. 

a. 4 a a a .4 

p*= 

a. 4 . 6 3.4 a 1 a 

etc. 



1.3 , . 
3-4 



i.3.5 
âT 74 T 6 » 



La loi de ces expressions est manifeste , et ou peut observer 
que Je terme général F* 5 est le coeflicienl de a* dans le déve- 

— i. _1 

loppenient de (i— <fa) * (i — «a) - ’, ou dans celui du produit 






t.3.5 



i.3 



r .3.5 



An reste, la suite P', F, P*, etc. sera nécessairement conver- 
gente si J' et (. sont tous deux plus petits que l’unité, ce qui aura 
toujours lieu en prenant pour c la plus petite des trois quantités 
a, b, c. 



(i 3 i). Le problème de déterminer l’aire totale de l’ellipsoïde 
est résolu par la suite qu’on vient de trouver, aussi simplement 
qu’il peut l’être quand on n’a pour but que d’obtenir une approxi- 
mation. Mais il faut recourir à d’autres moyens, si on veut avoir 
un résultat dépendant seulement des fonctions elliptiques ou des 
quadratures algébriques. 

Dans 
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Dans la méthode précédente, nous avons partagé l'ellipse qui 
sert de base à la surface proposée, en zônes elliptiques concen- 
triques, déterminées par les projections des sections faites dans 
l’ellipsoïde , parallèlement à sa base. Toute autre manière de par- 
tager la base est également admissible et doit conduire au même 
résultat après les deux intégrations ; mais il en est une surtout 
qui mérite d’être soumise au calcul, et qui semble promettre des 
résultats élégans. Je veux parler des projections qui naissent des 
lignes de plus grande et de plus petite courbure tracées sur la 
surface de l’ellipsoïde. 

Monge, dans ses Feuilles d’Analyse appliquée (édit, de l'an g, 
n* îg), a donné la construction de ces courbes, comme il suit. 

Ayant supposé «>£ et b >c, soit pris pour plan de projection 
le plan des x et /, qui est celui de la section principale dont a 
et b sont les demi-axes. Soient décrites dans ce plan une ellipse et 
une hyperbole auxiliaires, qui aient les demi-axes communs A et 
B ainsi déterminés , 




le demi-axe A étant dirigé dans le sens du demi-axe a, et B dans 
le sens de b. 

L’équation de l’hyperbole sera /* = — (x* — A*), et l’cquation 

de l’ellipse, /* = — (A* — x*); elles se toucheront par le sommet 

où x = A, et d'ailleurs on peut observer qu’eu vertu des sup- 
positions faites on a A < a. 

Cela posé, soieutx =«,/= S , les coordonnées d’un point pris 

B* 

à volonté sur l’hyperbole, ensorle qu’on ail S* = — (** — A*); si, 

avec les demi-axes a et £, pris dans les mêmes directions que a et b, 
on décrit une ellipse , cette ellipse et toutes les ellipses décrites do 
la même manière suivant les diverses valeurs de a et £, avec la 
seule condition qu’on ait a < a , seront les projections sur le plan 
des x et/, de toutes les lignes de courbure d’une même espèce , 
tracées sur la surface de l'ellipsoïde. 



*4 
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Le» projections des lignes de courbure de l’autre espèce \ qui seront 
des hyperboles , se détermineront semblablement en prenant pour 
demi-axes de chaque hyperbole, les coordonnées a! , S' d’un même 
point de l'ellipse auxiliaire , lesquelles doivent satisfaire à l’équation 

£'• = *,( A*— 

Les projections des lignes de courbure de la première espèce 
seront donc les ellipses tracées d’après l'équation 



r=ï (»*—**)= J — *0 (i - £)• 



en donnant à a toutes les valeurs depuis * = A jusqu’à a.=z a. 

Et les projections des lignes de courbure de la seconde espèce 
seront toutes les hyperboles décrites d'après l’équation 




en donnant à a! toutes les valeurs depuis « = o jusqu’à «'=* A. 

Considérons plus particulièrement les ellipses qui sont les projec- 
tions des lignes de courbure de la première espèce. 

Lorsqu’on fait a = A, on a C = 0,^ = 0 , de sorte que l’ellipse 
est infiniment étroite , et se réduit à son grand axe. A mesure que 
Je demi-axe a augmente, l'autre demi-axe £ augmente aussi; et enfin 
lorsqu’on fait *= a, l’ellipse de projection se confond avec la base 
de l’ellipsoïde, ce qui est le dernier terme des projections. 



(i5a). Cela posé , cherchons l’aire de l’ellipsoïde qui répond 
à l’élément de 1a base dxety , compris entre deux ellipses de pro- 
jection inûniment proches. L’une de ces ellipses ayant pour équa- 
tion y— -, (a* x*) , on pourra faire x =a sin 4 , ce qui donnera 

jmficos^/. Différentiant x en supposant a. constante, on aura 
dx = a«L (/ cos 4 ; si on passe ensuite de cette ellipse à l’ellipse infi- 
niment voisine , il faudra différentier l’équation 



en 



r== J(*W) («-£), 

faisant varier a seul , ce qui donnera ydy — p ada , 
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donc lelc'cncnt de la projection 

dxdj = ^ (*• — A*sia* 4 ). 



Lorsqu'on fait varier 4 en supposant a. constant , le point de projec- 
tion ne varie que sur une même ellipse de projection ; de même 
lorsqu'on fait varier a. en supposant 4 constant , le point de pro- 
jection ne varie que sur une hyperbole de projection ; car en élimi- 
nant a et S des équations «ï= £* = ^;(a* — A*), 

om/s £*■ ^ ( ■** — A* sin* 4 ) * ce qui 681 l’équation d’une 
hyperbole de projection , dont les demi-axes sont a! — A sin 4 , 
€' = B cos 4 - 

De là on voit que l'élément de projection dont dous venons de 
donner la valeur, représente le quadrilatère compris entre deux 
ellipses et deux hyperboles de projection infiniment voisines. 

Si on substitue maintenant les valeurs de x , y et dxdy dans l’ex- 
pression générale de S, on aura 




« 9 — À '«in* 4. 
!/(*•- A*) 



daul^. 




a 4 

35S? X 

a* 



C‘cns* l 



Cette expression parait au premier coup d’œil beaucoup plus com- 
pliquée que celle à laquelle nous avons été conduits par la première 
méthode ; mais en l’examinant de plus près, on trouve qu’elle est 
susceptible d’une réduction fort remarquable. 



En effet, si on substitue la valeur — (a‘ — A*) , on recon- 

naîtra que la quantité sous le radical se décompose en deux facteurs 
distincts, l'un qni ne dépeud que de », l'autre qui ne dépend que 
de 4 j de sorte qu’on a 




«t* — À‘*inV4, 

V (** — A 4 ) 



/ ""‘4 + p C0S a 4- 




Si on observe maintenant que pour l’objet proposé il faut prendre 
l’intégrale par rapport à 4> depuis 4 = ° jusqu'à 4 — ï ^ •> el 
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l'intégrale par rapport à et, depuis a= A jusqu’à et— a; on xcrrà 
que ces deux intégrales sont entièrement indépendantes l’une de 
l'autre , et qu’elles peuvent être cherchées isolément , ce qui per- 
mettra de réduire l'aire entière de l'ellipsoïde à des quadratures 
algébriques , et même , comme ou le prouvera ensuite , aux seules 
fonctions elliptiques. 



(i 53 ). Soient donc 
M 



./* «in* 4 . + ?; cos *4 \ 

= jb J 

Y »'»* 4 +Scos« 4 . \ 

N = fH / g &— ) * 



ces intégrales devant être prises depuis 4 = 0 jusqu’à -vf. — j x.' 
Soient encore 






ces intégrales devant être prises depuis et = A jusqu'à a. — a. 

La surface cherchée sera 

S = ~ PM — ABQN. 

Ainsi tout se réduit à trouver les quatre intégrales P,Q,M,N, 
dans les limites désignées. 

Pour simpliGer les formules M et N , soit tang 4 ~ f tang a, 

*. a * — b* , À* c* û 1 — b* . . . , 

ensuite n = — et c = i — — = ^ . — — - 7 il résultera de ces 

substitutions 



M TF f mm- m) y/(i — c'Mn*.) — JE ° ^ > *) 

^ __ a r A Ç dm » inV 

S 5 ? y (1 n tin*» )• ^/( 1 — c' , *in , *<) ' 
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Mais par les réductions connues , on a 

/ ' du sin’» n « in« co« « A (c*,«) . F(e',t) 

(i-f-n «in‘«)’A(c', a) ~~~ a (n-H) (n-(-c'“) (i -fît siq’ 6) an (n+i) 

E( f ',S) nW nf . g.. 

a(»+0(»+*'‘) (n+i) (n+c' 1 ) \ 

Donc en étendant les intégrales jusqu’à 6 = j K , on aura pour les 
valeurs complètes de M et N , 

M = fjn •(„,✓) 

N = ûk t p, ( c ') ~ (^) E ‘M + (r^^) 03 * 



C 1 34 )- A l’e'gard des intégrales P, Q, comme « est toujours com- 
pris entre A et a, si l’on /ait A = a sin/*, on pourra prendre 



t a* un* /t 

a ' 1 — cos* ft. sin* Ç * 



et la substitution donnera 



D a • . r rf 'u(‘— 4 ‘ in, n 

P = ab sin*/t / ^ ^ 

J (1 — co»V na\ ) 

Q __ 4 — y»tin*o 

' aj > — cu«‘ /1 sin* Ç 

On a lait dans ces formules &'* = p . ^ , de sorte qu’on a 

b‘‘ -f- c‘ = 1 , et qu’ainsi les modules b' et d sont complémens l’on 
de l’autre. 

Soit le paramètre n = — = cot*X , on aura £ = usinX, et 
V* = p cos’/t = 7^77 > oa co*’/* = A’* sin* X ; l’intégrale Q se rap- 
porte donc aux fonctions elliptiques de la troisième espèce , dont 
le paramètre n'= — cos* /* = — A'* sin* A, et on trouvera 

Q=^ F ( y >0-£n(«/,*',o. 

Pour avoir la valeur de P, il faudra d’abord employer cette formule 
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/ tir l/f 1 — i'**in*0 n'fin ' coi ÇA (b', Ç) v fL , 

(i+n'sm*Ç)* a(i-t-n') ( 1 +nT iin*Ç) an r (i-f-n') r V > t, J 

, E (A', O , n'*+a n'+b'‘„,_, „ , y 
+ âëT+17) + " an '(,+kT n ( n ' â >0' 

Faisait ensuite £ =s j * > on aura les intégrales complètes 

p _ -^-[cos-AF'CiO+siu'^’C*')— («— • a sin*A+A'*sia < A)n , (rc', A')] 
O =-±- F 1 (b') — ^ IP(n, b'). 

( 1 35). Maintenants! dans l'expression de l'aire S oa substitue les 
valeurs trouvées de M, N, P, Q, il en résultera 

S=— n'(«, O C cot ‘'- F'(i') + E'(i>') + («nT» — cotY) rr (n', 4-)] 

-f CF'CèV-cosWK m [^f'(cO-E'CO+^~ 2> n-K 

Par un premier développement qui fait disparaître les termes où les 
deux fonctions IF sont multipliées , on obtient 

s=£n-(. f o[(g£- i) F * W+ E *W] 

- î [S F ‘(0~E‘(0] [F 1 (y)— cos* A II (n', b')). 

Mais par les valeurs connues des fonctions II', on a 

n*(«, O=sin*AF , (0+*-^i [i*+F*(c) F (A', A) — F‘(c) E (A', A)] 

— E‘(c)F(A',a) 

F'(A)-cos‘An'(^A')=sin*AF'(AO+Ç~[F'CA')E(A',A) 

— E'(A')F(A', A)]. 

Substituant et faisant les réductions anxquelles donne lieu la for- 
mule connue ^ = F‘(c') E’(A')-f- F’(A') E'(c') — F‘(A')F‘ (c), ou 
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'9' 



S= 



ï • KS - 9 t F w - F < y - 



J’observe qu’on peut encore simplifier ce résultat en prenant un 
nouvel angle * tel que F (A', A) -+- F(£', r ) = F’(i>') ; il faut pour 

cela qu’on ait c' tang X tang r s= i , ce qui donne cos t = jj ; on aura 

en même temps E(è', X)-f-E(£',r)=E‘ (i')-f- Donc enfin 

l'aire entière de l'ellipsoïde aura pour expression 



8Ss=aira*.- 



û(A', r) 



g F (i»+E(i» + ^a(i»} 



D’ailleurs comme on a è'* = ^ = p^r-> il en résulte 
A (£', » ) = j , de sorte que la valeur «le 8S se réduit à cette forme 
très-simple , 



8S = a*c- 4- g E* F ( 4 '> O + (y, 0], 



formule dont on pourra faire l’application immédiate , en se rappelant 

seulement qu’on a cos »= - et A'*= 

* o o* sin* » 

11 est facile de vérifier cette formule dans les deux cas où l’ellip- 
soïde devient un solide de révolution; car si l’on a a=.b, la formule 
donne pour l’aire du sphéroïde aplati , 



8S = aa-u‘4-— logfi+i^; 

sinr °\i— *inF/ > 

et si l’on a b=.c , la formule donne pour l’aire du sphéroïde aJongé, 



8S = ^(»4-sin»cosr), 



ce qui s’accorde avec les résultats connus. 

Nous sommes donc parvenus à exprimer par des fonctions ellip- 
tiques très-simples , l’aire entière de l’ellipsoïde qui , d’après les 
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autres méthodes, semblait devoir être une transcendante beaucoup 

plus composée. 



(i3G). U résulte de cette solution que la série trouvée par la 
première méthode, 

faab (j — ■gP' 373P* STÿP" etc.), 

est susceptible d’être sommée à l’aide des fonctions elliptiques ; 
et c’est ce qu’on peut vérifier directement de la manière suivante. 

Considérons la fonction T (y) ou simplement T , dont la valeur 
développée serait 

r =7 ~ î py - 33 P>* - 5~ P>' - etc. ; 
on aura par des différentiations successives , 



% = . - py - i py - 5 p y - etc. 

j ï J-^ r ^+ p '+ p '/+P'/+etc. 

Mais si on remonte à l’origine des quantités P', P*, P", etc. , on trou- 
vera que la suite - (1 -f-P^y* -f- Pÿ*-f- P^y*-f-etc.)n’estautre chose 
que l’intégrale prise, depuis <p=o jusqu’à <p— ; K, de la différentielle 

d/t ( 1 -f- PT' ■+■ p'T* p*y* H- etc .) — — — — = — — — . 

Cette intégrale a pour valeur 

\_y_ 

Donc si on fait pour abréger, R= i/[i — ( cT-f- « J/'-f-J'ty 4 ] > 
ou aura 

_i_ rfr 1 ddr 1 

y* ’ dy ÿ'dÿ* yR ’ 



d’où résulte en multipliant par dj et intégrant , 



] dC r dy R 

ÿ'Zÿ J y R y 




Multipliant 
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Multipliant par jdj et intégrant de nouveau , ou aura 



ou, ce qui revient au meme, 

r=T<‘ Sif*#- + ‘-r* +f% C— 'V). 

Soit maintenant = sin 4 et A* = ^ = ~ . ^ , on aura 

«fv i rf-4- 

TT • v/(i— A*»in*4)’ et 



Il reste à faire dans ces expressions^-^: i , ce qui donnera sin 4=1//, 

cos 4 =*/( 1 — =^, R= v/(x— <T). /(i ~ 0 = ^5; donc 
la valeur cherchée 



r 



1 C* 
3 * aB 



CO»* J, 
a sin | 



FC*, 4) 



sin’J. 
a lia 4 



E(*,4); 



d'où résulte enfin l'aire de l'ellipsoïde 



8S = aire* 4- [cos *4 F(A , 4 ) -f- sin *4 E(A , 4 )] ; 

et on voit que celte formule s’accorde entièrement avec celle que 
nous avons trouvée par la seconde méthode , puisque les quantités 
A et 4 n e diffèrent pas de celles qui ont été désignées ci-dessus par 
b' et ». 

Nous remarquerons enfin qu'on peut déterminer généralement 
l’aire d’un quadrilatère quelconque compris entre deux lignes de 
courbure d’une espèce, et deux lignes de courbure de l’autre espèce. 
Il suffit pour cela de substituer dans la formule 

S = - 5 - PM — ABQN, 

les valeurs des intégrales M, N , P, Q, prises entre les limites don- 
nées. Il faudra donc prendre les deux intégrales M, N entre les deux 
valeurs de 4 qui répondent aux côtés du quadrilatère dont les 
projections sont des hyperboles , et les deux intégrales P et Q entre 

35 
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les deux valeurs de x qui répondcntaux côtés du quadrilatère dontles 
projections sont des ellipses. Ainsi tous les quadrilatères dont il s'agit 
peuvent être déterminés par des fonctions elliptiques, elles résultats 
deviendront plus simples si on les applique à la zone entière com- 
prise entre deux lignes de courbure d’une même espèce. 

La Egure 14 pourra servir à faire mieux entendra les constructions qua ce 
chapitre supposa. 

AK.B est l'rllipsa principale dont les demi-axes sont CA.~a , CB = 4 . 

L'ellipse et l'hyperbola auxiliaires sont représentées par O .N G et OMI ; elles 
ont pour axes communs CO =A , CG = B. 

Ayant pris sur l’hyperbole auxiliaire OMI un point quelconque M dont les coor- 
données sont Cu “ es , cM = C , on décrit avec les demi-axes Ca=« , Cb=C , 
l'ellipse amC qui sera la projection d’une des lignes de courbuie de la première 
espèce 

L’ellipse a'm'C représente la projection d'une autre ligne de courbure de la 
même espèce. 

Ayant pris sur l'ellipse auxiliaire ONG un point quelconque N dont le» coor- 
données sont Ce = st' , eN = C, on décrit avec les demi-axes Ce= Cf : = f 

«ne hyperbole emm' qui sera la projection d’une des lignes de courbure de la 
seconde espèce. 

L’hyperbole e nn' représente la projection d’une autre ligne de courbure de la 
seconde espèce. 

Nous avons fait voir qu’on peut déterminer en général par les fonctions 
elliptiques , l'aire de tout quadrilatère formé sur ia surface de l'ellipsoïde, qui 
a pour projection mnm'n'. 



De quelques formules générales qui peuvent se ramener 
aux fonctions elliptiques. 

(tîy). La nature des fonctions elliptiques étant connue et appro- 
fondie , il importe de ramener à ces quantités le plus grand nombre 
de formules intégrales qu'il sera possible. Comme la multitude eu 
est infinie et aussi variée que les ’subslitutiuns qu’on peut mettre 
en usage, nous nous coutenterous d’indiquer quelques cas ou cette 
réduction a lieu. 

I. On peut réduire aux fonctions elliptiques l’intcgrale...... 

fî /(, t -f Cx 1 + tiéy dans la( l uclle p est «ne fonction ration- 

nelle de x. 
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Car si on fait x* = s, on pourra supposer P=M-|-Ni/z, 
M et N étant des fonctions rationnelles de z , et l'intégrale pro- 
posée deviendra 

C i M dt r i N dz , 

J y(*z + c i* + yz'-f- ti<) 'J y(_*+Ci + j.i* -j- M Y 

dont les deux parties sont comprises dans les fonctions elliptiques. 

/ » P</x 

7 — , dans laquelle P est une 

pTs + Cx' + yx*) 

fonction rationnelle de x, peut se ramener aux fonctions elliptiques. 

Car on peut toujours faire P=M-f-Nx, M et N étant des fonctions 
rationnelles paires de x. Considérons la partie 



Nxrfx 



y^+Cx'+y*) 

Si on fait ^/(« ■+• Çx*-(- yx*) = s, ce qui donne 

x ,_ C + y/ÇC*— 4«> + 47 *') 

»> * 



! 



il est clair que par la substitution de la valeur de x‘j Tixdx ne 
contiendra d’autre radical que y ( £* — ■+■ 4> s< ) i donc toute 
la difficulté se réduit à intégrer une quantité de la forme 

Qz'dz 

4«y +4>*0’ 

dans laquelle Q est une fonction rationnelle de z*. 

Quant à la partie -j — , si on fait y (a. -y £x‘+ yx*) 

V'(«+Cæ* + 7x») 

ss xjf, on aura 

4*7 + 4^ 

' a( 7 -y) 

dx ax ’y'dy 

xy Â*>+4*yy 

D’où l’on voit que la transformée en y contiendra une partie ration- 
nelle et une de la forme 

lty’rfy 

V / Cf*-4«> + 4«r)’ 



% 
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R étant une fonction rationnelle d ej* ; donc la formule proposée est 
toujours réductible aux fonctions elliptiques. 

III. On résoudrait absolument de la même manière la formule 
f?dxy (as+£.r*-| -j-r 4 ), F étant une fonction rationnelle de x. 

Ces deux cas comprennent la formule /P<£r (<*-+- 

et aussi la formule/Q</r (ct+é[>'-+-3^*)' 4 » Q «tant une fonction 
rationnelle de y ; car en faisant y=x % , cette dernière devient un cas 
particulier des deux autres. 

IV. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule 
fVdx ( * Gx -f- j-x* -J- J'x 3 ) I , P étant une fonction ration- 
nelle de x. 

Celte réduction peut se faire de plusieurs manières ; et d'abord si 
on fait l une ou l’autre des suppositions 

y'(*-l-6x + >.r*-t-tr.r s )= t/*+3 

y' (a ■+■ G J :-yjx‘+£x 3 ) — x\/J' + t , 

la transformée en z sera comprise dans les fonctions elliptiques. On 
peut aussi foire disparaître à volonté le coefficient a ou le coeffi- 
cient «T sous le radical ; il faut faire pour cela x — m ■+■ y , on 

x — m et prendre pour m une racine réelle de l'équation 

tt- q_£ f , l q_}/n»-fJWj 1 ==o. Supposons qu’on ait fait disparaître de cette 
manière «T , alors on fera * -+■ G x -+- yx‘ = z 3 , ce qui donne 

c +!/(£*- 4 > + 4>*’) . 
x - ^ ’ 



et en substituant cette valeur dans la formule proposée, toute 
la difficulté se réduira à intégrer une différentielle de la forme 

Q — — — - , O étant une fonction rationnelle de 3. 

V(C— 4«> +4>») ’ V 



V. On peut réduire aux fonctions 




nelle de .r. 



elliptiques la formule...... 

P étant une fonction ration- 
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Car si on fait x* + 1 = xz , cette formule deviendra d’abord 



fvl* C‘ J - 



Px ‘dr 



3z)4-C(x.>— a) + v* + ^j’ 

ensuite comme on a x—', z±| /(=*— 4) > ceUc valeur étant substi- 
tuée dans P, le résultat sera de la forme M zfc N j/( z* — 4) , M et N 
étant des fonctions rationnelles de 2. De plus on a 

x 4 - 1 = x‘ i/(z-j- 3) 
x — 1 = dfc x' \/{z — a) 

3 x~ l ‘ — ✓(*+ a)=F l/(* “ a ) 



; dx — 



— ** 



=F 



ldi 



V (*+ a ) ' T “ v(*— •»)’ 

Donc toutes les substitutions étant faites , la formule proposée sera 

/ 7jiz 

v7^(*+9)J ’ ^ * t3nt 

une fonction rationnelle de 2, et Q désignant le potynome *(*’ — 3a) 
4. £ (a*— a)+>:-HJ', l’autre étant de la forme J' j 2/ étant 

aussi une fonction rationnelle de z. Doue la transformée en 2 sera 
intégrable par les fonctions elliptiques. 

VI. On pourra donc intégrer de même la formule 

f V( Ç+yf ïiy >+yy l + <y«) > P ë,ant uue fonclion rationnelle de j. 

Car si on fait P = M — Ny , M et N étant des fonctions paires 
de y j et qu’on appelle R le radical , la partie rentrera dans le 
cas précédent , en faisant a=o et jr' = x. L’autre partie 
se réduit pareillement à une fonction elliptique en faisant j'=>x. 
VIL On peut ramener aux fonctions elliptiques la formule 
} p étant une fonction rationnelle dex, pourvu que 
a. et y soient de même signe. 

Car en faisant y = arn" et mx — J’y celte formule se trouvera 
comprise dans le cas précédent. 
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VIII. Soit proposé la formule Z = f-— — Q étant 

1 J y(i — msui'e)’ x - 

une fonction rationnelle paire de sin ? , et m étant plus grand que 
l'unité. 

Pour ramener cette formule aux fonctions elliptiques, soit d'abord 
in==:-A— , on voit que a. doit être la plus grande valeur de <p. 
Soit donc sin $ = sin et sin 4 , et c = sin a , la transformée sera 
Z —J " ^ » et Q deviendra par la substitution, une fonction 

rationnelle paire de sin -J., de sorto que la formule proposée sera ra- 
menée aux fonctions elliptiques. 

IX. Si on avait la formule Z = f .. . , , , m étant positif et 

d'une grandeur quelconque , il suffirait pour ramener cette quantité 
aux fonctions elliptiques , de faire p = j te 1 , et -j— ^ =s= c*. - 

X. Soit proposé la formule Z ffi+Un,) » dans 

laquelle f , g , h sont des constantes , et Q une fonction rationnelle 
de sin ® et cos ®. 

On fera d'abord p = 34 -(- m , et on prendra l’indéterminée m de 
manière que tang m= -, alors la quantité f-j-g cos Q -f~ h sin p 

deviendra de la forme f ’dz. g' sin* -J. , et on aura Qdj> = ( M -f- 
N sin 4 cos 4) ^4» M et N étant des fonctions paires de sin4- 

La partie ^y-, peut être rendue rationnelle en faisant 
f zi: g' sin‘4 = x*, ainsi il ne restera à intégrer que la différen- 
tielle > et ** est «aidant que cette iutégrale ne dépend 

que des fonctions elliptiques. 



XI. Si l’on a plus généralement 



=/i 






y -j- £ eos ÿ sin p + / cos* ÿ + < sin f eos a -f- î sin’ f) * 



Q étant une fonction rationnelle de sin p et cos <p ; on fera tangip= 
ce qui donne sin fi= , cos p = dp — et la trans- 

formée en s ne contiendra qu'un radical sous lequel la variable ne 
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passe pas le quatrième degré ; elle sera doue généralement réduc- 
tible aux fonctions elliptiques. 

XII. Soit enfin Z +i ,i n -^ > Q c ' lanl 

fonction rationnelle paire de sin p; si on fait lang <p = m tanq 4 , 

ce qui donne sin* — - , m , 1-r— — -, cos* <p = . CCI ' 4 

d<p r= . . . -, la transformée sera 

T ro’ «lu* 4 + cos'4 ' 

j r Of/4 

J V (i*n»-jin 4+a*co.* -f-C‘m*iin*4>- {/(,) m’»m*4+>'«>»*4+/fl»*»iii*4)' 
Prenons l'indéterminée m , de manière qu’on ait a*m* -(- £ 
ou m* = — - ^ -g; , l'intégrale précédente se réduira à la forme 

f WK 4 7 - 4 ~j * et con,mc parla même substitution Q devient une 

fonction ratioiiiielle paire de sin 4 > 1 » formule Z se ramènera encore 
aux fonctions elliptiques. 



(i 38 ). Nous ne multiplierons pas davantage ces exemples de ré- 
duction ; ils suffisent pour indiquer les substitutions à faire dans 
les cas analogues à ceux que nous avons développés. Nous termi- 
nerons en réunissant dans un même tableau quelques-unes des 
formules les plus simples dont l'application se présente fréquem- 
ment dans les intégrales qui se rapportent aux fonctions elliptiques. 




f&dÿ 



^ ( c > P)) Formules 

E(c, 9 )i 



principales. 



fi- 

/ i?ÿïin‘ip _ 

_ Â - _ 

j'dpcn s*ÿ 



A 

r dp _ 

J a nu p 



A cm p 

f dp\wgp 



pE 

?(F-E) 

i(E-i*F) 
p (âtangp-f-£*F — E) 



I 
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J ' 1,3 la ” 5 -ï f = aA lang -J ^ + F — aE 

/wt» = ai “»s ; * + >f — iE 
?^ = 4 “”e*+ F - E 

f&dp tang‘9 = A tang p -f- F — aE 

fA*dp = ^ A sin p cos p + E — t F 

f&dp sin*p = — j A sin p cos p + — jjjr- E + ^ F 
/A dp cos *p = j A sia p cos p + E — g- F. 

Toutes ces intégrales sont prises à compter de p = o. 



De l'intégrale V— 



h 



( x* ■+• m ) dx 



V/C. + Cx + VX'+.x*)- 



(lîg). Cette intégrale où le polynôme sous le radical manque de 
second terme , est généralement réductible aux fonctions elliptiques 
de la première et de la seconde espèce. 

En effet, si on décompose le polynôme a+gar+yjf'+sx* en 
facteurs réels du second degré , de cette manière : 



a -f- 6x4- y.** 4- tx 4 =»(x*4- Ax-f-j*) («* — Ax4-r), 



et qu’ensuite pour faire disparaître les puissances impaires de la 
variable sous le radical , on suppose x = , on aura , pour 

déterminer p et q , les équations 

ipq+ \(p -hq) 2fi—o 

*P‘l — *• (P H" 9 ) •+■ a» = o » 



lesquelles donneront toujours pour p e l q des valeurs réelles, en 
prenant convenablement les valeurs de X, p. , t ( art. 5 ). 

Cela posé, si l'on fait pour abréger, 

M = p- — Xp 4- r = (p—i A) ( p — q) 

N = </* — A? 4 - ► = — (q — i A) (p —q) 

P — p' + *p + a* = (p 4- ï (p — q) 

<^ = 7*4-A9 4-/* = — (y4-i^)Cp— ?)» 

on 
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•**-+- ** + P= \ 

x' — X x-t-v — > L±3l‘ 

el la transformée en j' sera 

V — 1* PJJ (, +^)- v/[«(P + Q>*) (M +%*)] 

Soit pour abréger , Y = t/[e(P-(-Q^ ') (M + N7*)] , on aura par 
le développement de la quantité précédente, 

V = (»«+?*) (q-p) -Pyf(^JŸ^- P yf(T^ÿŸ- 

Y 

Mais par la différentielle de , on trouve 

Substituant dans celte quantité les valeurs de M, N, P , Q, on aura 

<*(7^)= (f— î X ‘X9—PY • Ç y, ~ Y '> , ‘fr +ay( q—pY . (T^Ÿ— (f — P) 4 - (1 

De là on tire 

V =-.ô^) • TÇÿ+ti'- ï *‘> {9-p)p^M.nH-k xt X9~P)f% 

Or les intégrales J'y . J"* J— se ramènent par les transformations 

connues , aux fonctions elliptiques de la première et de la seconde 
espèce ; donc l'intégrale V ne dépend généralement que de ces 
deux fonctions , et par conséquent peut être déterminée par des arcs 
d’ellipse. 

De l’intégrale Z = f — r • 

J (>+*»*) V/(‘+«*l 

(140). Cette intégrale se ramène aisément aux fonctions ellip- 
tiques par les méthodes données dans l’article 1^7 ; mais le calcul 
mérite d’être développé dans quelques cas particuliers, à cause des 

a6 
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réductions qu'ils présentent et qui peuvent jeter un nouveau jour sur 
l'usage des fonctions elliptiques. 

Supposons d'abord r positif, y. étant à volonté positif ou négatif, 
si on fait i -f- >a*) =/, et « J = - — i , on aura pour première 
transformée 



Z = 



jy>y , 

sft J c « - -i-yoV (je 1 — * ) 



Cette intégrale peut se décomposer en deux autres ; soit pour cet 
effet. 



-/p= 



y J y 



et on aura 



• *y +y') v(f— o 

q r y'dy 

" J (*‘+y') t/cy— 0 * 

Cr — <33- 



L'intégrale Q se trouve immédiatement,- car si on met au lieu de_r 
sa valeur en fonction de 2 , on aura 



Q^JJL f-J* .. 



al/ft 

Sj/r 



arc tang (i t//t). 



Ainsi la quantité Q est donnée par un arc de cercle si y. est positif, 
et par un logarithme si y est négatif. Tout se réduit donc à trouver 
la valeur de l’autre intégrale P. 

Pour cela , soit y = i -f- x', on aura 



p _ f, a (‘ + x’)dr 

J (x* + (a— *)x* -*-«•— a+ 0 t/(^ + 3x" + 3j' 

Cette intégrale dépend en général des fonctions elliptiques dont le 
paramètre est imaginaire, et nous avons donné pour cet objet les 
formules nécessaires. Mais dans le cas de * = a , l'intégrale P ne 
dépend que d’une fonction de troisième espèce dont le paramètre est 
réel , et c’est ce cas dont nous allons développer le calcul. 

Ayant donc fait et = a , ou v—Ç)y, il s'agira de trouver l’intégrale 



'=/« 



• 0-4- x’) de 



(x>+3) 5*5+3)’ 
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Pour cela, soit r=j/3 et ar=rtang ; soit de plus c= j p'S) 

= siu i5*, on aura la transformée 



d’où l’on tire 




r* 4- cn< i \ 
t — i àn‘f) * 



p = 1 i £F + s n <-i) + È/criT 



</? rnt f 



sm'SjA 



Pour avoir cette dernière intégrale, soit j/(i — c*sin*?>) = usinf , 

la différentielle > deviendra , rfu , ■ , et son intégrale 

(i — Jsin»A u* — Jr*' *» 

sera ^logQ^t-‘-Q ; on a donc 



p = ^ r + s n (- » + s? H d±ffSÎ> 



On n’ajoute point de constante , parce que celte intégrale s’évanouit 
lorsque <p = o, valeur qui répond à celle de z—o. 

La valeur de P dépend donc de la fonction elliptique de troisième 
espece n ( — 4 ) , et il faut examiner si, à raison du paramètre — -j, 
ccttc fonction ne pourrait pas se réduire indéfiniment à une espèce 
iuférieure. 

Ayant le module e = j l/( 2 — V^S), et son complément 
i = i l/( a + U3), on voit immédiatement que le paramètre 
n= — { se rapporte à la seconde forme du n* 5o, et qu’en faisant 

n = — i + b‘ sin* 0 , on aura sin*0 = 1 = 4 — 2 y/ 3 , ou 

sin0=y/3 — î. Or cette valeur de sin 0 est celle qui, suivant l’ar- 
ticle a4, satisfait à l’équation F (b, 0) = j F‘(/>). Donc la réduction 
de la fonction n (— 4) est possible, et elle s’clTecluera par la for- 
mule du n’ 103 qui doune 



n («)=(« 



VA (è, p , . XVAjb, 6)AÇr,s) 

b‘t ta b co» ' ■* “ ' ~t” /,* siu 6 eu» b lin $ co» p' 



Fl s’agit doue de faire les substitutions dans cette formule; or la 
valeur connue de 0 donne = p, on a ensuite par les for- 

mules du n* 5-j , V=4 4* sin 0 sin0, (i -+-sin0), cos 0, = i — sin 0 
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= 3 — v/ 3 , sin fi,= r sin fl; donc V ss On a en second lieu par 
les formules du même arlicle , 



,„ r 1 . ni/*«in8nn8, . 1 . n t/« sin’!) sin 8, 

W = •= ; arc tang — — - — y • H r. . ; arc tang — ; — - ‘- - 4 

3 v* B î -t- n ' 31/x 6 i+n — ncos'8co»8. 

Substituant les valeurs de 6 et 9 ,, faisant de plus n' = ê* lang*^ et 

t/a. = , on aura 

r im A mi A * 



sin 9 COS Ç 

... sin p cos ç rtane* . sin 9 cos p . rû fane e 

arc tan e T?*-* — fâ— arc lan « 7+7^' 

Donc la fonction n ( — ^ ) se réduit à la première espèce par la 
formule 

n C— 0= (*-7) F +37 arc tang + -arc tang . 

Substituant cette valeur dans celle de l’intégrale P, on aura enfin 

p =67 lo g( n - BT,in> )+-» arc tan e Tf^+i arc ,an e r+7^’ 

D’où l’on voit que l’intégrale P devient finalement indépendante des 
fonctions elliptiques , et que son expression ne renferme que des 
arcs de cercle et des logarithmes. Il en est par conséquent de 
même de l’intégrale proposée Z dans le cas où l’on a a — 3, ou 
r 

¥■ 9 ’ 

Si on veut avoir la valeur de Z lorsque 2 = ao , il faudra faire 

p=ir, ce qui donne P = ^; d’ailleurs dans le même cas on a 

Q = - ; donc Z = 7-^-. 

^ 9 * 4V> 



(141). Les réductions nombreuses qui se sont offertes dans le 
calcul précédent, doivent faire présumer qu’il est possible de 
parvenir au même résultat sans le secours des fonctions ellip- 
tiques ; c’est ce qu’on va mettre hors de doute de la manière 
suivante. 

Remarquons d’abord que dans la formule Z , on peut changer à 
volonté le coefficient r eu un autre pourvu qu’il soit de même 



\ 
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signe, et qu’il suffit pour cela de faire zÿr = z'i /*. Soit donc r = 5, 
ce qui donnera pour le cas que nous considérons fi = j , et la for- 
roule proposée sera 

^ r 

J (3 + t‘)i/(,+3i‘) 



Je fais z : 



i + x 



, et j'ai la transformée 



iZ = — a — ( - 

J (i — 



(1 — x*) rfx 



(l -**)✓(« +**) 

Je remarque ensuite qu’en faisant 

— djs 



M= / 

J (i- 



X 3 ) J/ (.+*’) 

x'dx 

T" 



Ns f- . 

-x 1 ) i/(. + x 3 ) 

on aura j Z == a” T ( M — N ). Il ne s’agit donc que d’avoir les inté- 
grales M et N. Pour cela , 

S 

Soit, i*. p-'(i+x 3 )= , on aura M = a 

Soit , a*. i -f-x 3 ) = , on aura N = a' ï 



Ces deux intégrales sont donc de la môme forme , et peuvent s’ex- 
primer par les arcs de cercle et les logarithmes. 

S'il fallait les évaluer séparément, elles présenteraient une diffi- 
culté; car l’intégrale proposée devant être prise depuis 2 = 0 qui 
donne x = 1 et t = 1 , l’intégrale M contiendrait une constante 
infinie. 11 en serait de même de l’intégrale N ; mais comme nous 
n'avons besoin que de la différence de ces intégrales , on peut éviter 
entièrement l’infini par un moyen fort simple. 

On voit en effet par la nature de la question , qu’on aura la valeur 
de Z par la seule formule 




pourvu qu’on preune l’intégrale depuis v = l— 'i — jusqu’à 

!/(»+**) 

v=u = -ï — — . L’intégration étant donc effectuée entre ces 
V'C'+x’) 
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limites toutes deux variables , on aura généralement 

Z = i lo « + T arC U " g ^ 

- i >°g ( Ÿ-L + r ) - arc lang QJ VT- 

Si ou veut avoir l'intégrale lorsque z = oo , il faudra supposer 



V/( i -f- x 5 ) = u , a étant infiniment petit ; on fera donc t — — 

et u = , ce qui donnera Z = ^~ résultat conforme à celui 

que nous avons trouve par l’autre méthode , puisqu’on a daus ce 
cas fj. = 5. 



(i 4 a). Revenons maintenant à la formule générale, et suppo- 
sons que r est négatif, ou, ce qui revient au même, considérons 
directement la formule 



r di 

J (l — uï) 1/(1 — 



(» — »»*) 
dans laquelle nous supposerous v positif, fi étant à volonté positif 
ou négatif. Si on fait ^/(i — rz* ) = y et 9} = - — - 1 , on aura la 
transformée 

7 _ Wi r —y<ty 

J (*’ +ÿ) p'O —yl * 

qui peut se mettre sous la forme Z = (P — Q) , en faisant 



p =/ff=r 



— y d y 



(«’— «v +> 0 v / C> — f) 



0’+/) t/(> -y'ï 

On trouve immédiatement la valeur de la seconde intégrale 

O r Vt « 1- /1 

^ Syvji — . s* 3t/c n C» — «V;»/' 

pour avoir celle de la première , soit_?- = 1 — x*, on aura la nou- 
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■telle transforme'e 



_ r lLl 

~~ J (J.-* — (a— *)•**+«* 



a ( i — x* ) cix 

■M*— “4- ' ) V(x'— ■ 



Cette intégrale dépend en général des fonctions elliptiques dont 
le paramètre est imaginaire , et elle peut cire ramenée à celles dont 
Je paramètre est réel. Mais dans le cas de a= a, la solution se 
simplifie beaucoup et devient tout à fait indépendante des fonc- 
tions elliptiques ; c’est ce qu’on vérifiera aisément en traitant la 
formule 

p P a(i— x')J.v . 

~~J + VI*'— 3 **+ 3 )» 

comme celle de l'exemple précédent. 



(i43). On peut aussi, dans le même cas, parvenir directement 
au résultat de l'intégration sans le secours des fonctions elliptiques. 
Et d'abord comme la valeur de r peut être prise à volonté , sup- 
posons » = 3 , ce qui donnera p = $ , et la formule proposée 
deviendra 

Z = 

) 

Soit y(i — 5z*)= 1 — J , on aura la transformée 

y 3 /* ( 1 — -r 1 ) itr ___ r 3 J 1 + 1 <!x . 

a J (>+ jr ’X3 x * — 0 a JZx'+zx * — 1 ' l/(3j.-f Sx' — i)' 

La première partie est rationnelle ; la seconde semble devoir se dé- 
composer en deux fonctions elliptiques de la troisième espèce, il 
cause des deux facteurs du dénominateur aar*— 1 . Mais si 

on examine les choses avec plus d'attention , on trouvera qu'en fai- 
sant y'(3x < +Gx' , —i)=/>x, la seconde partie devient — ^ J '— P— | 
de sorte que la valeur totale de Z est 

n 3 f ( 1 — x')dx j/3 r rip 

a J (' +**) (3x‘ — 1 ) a J P'— 4' 

Ainsi celle intégrale se détermine entièrement par les arcs de cercle 
et les logarithmes. 



r 5 th 

J <$- 1 ) v/(. — 3i“)* 
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Une pareille simplification aura lieu en général pour la formule 



fi 



(yx* — * ) <ir 



(ÿx> -f- «x*+«) 



car si on fait le radical v^(*4-^x*+ yx*) = px , cette formule 
deviendra rc ’^ uc ** 0tt fort remarquable et analogue à 

celle qui sert de base à la formule du n° /fi. 

L’intégrale f -y que nous venons de déterminer 

•f (3 ± *•) i/(i ±:3x*) 

dans ses deux difTérens cas, se trouve mentionnée, page 1 16, dans la 
liste que Fuss a donnée des ouvrages d’Euler; mais le mémoire qui 
la concerne n'a pas encore été publié. Nous avons voulu faire voir 
par un exemple aussi remarquable , que la théorie des fonctions 
elliptiques conduit d'une mauière sûre aux expressions les plus 
simples des intégrales qui s’y rapportent. 



(i 44 ). Indépendamment des deux cas dont nous venons de parler, 
il y en a un troisième où l’intégrale Z ne dépend que des arcs da 
cercle et des logarithmes. C’est celui où l'on aurait 



Z=*f 

J r 3 — x* 



Zdz 



+**) 



intégrale qui se rapporte à la formule générale du n* 1S9 , en 
faisant r = 1 , fi — — j et a 5 = — 4. On ne saurait alors éviter de 
rencontrer dans l'intégrale P des fonctions elliptiques dont le pa- 
ramètre est imaginaire ; mais la réduction de ces intégrales conduira 
à un résultat entièrement indépendant des fonctions elliptiques. 
Nous n’entrerons point dans le détail de ces réductions, et nous 
nous bornerons à prouver par une autre voie , que l'integrale Z peut 
être déterminée par les arcs de cercle et les logarithmes. 

Pour cet effet, soit 1 —J— z* = 4^, on aura 1 a transformée 



z — -3- f y*y . — , 



3 1/4 

Mais si on considère l’intégrale T = f- — — — - , et qu’on fasse 

•V-o* 

iV— 0=1— I , on aura (= , - rdt —l' — 'Jh. 

donc 
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donc 

T — - C yJy -4- ^ C ydy 

2 Ji-/ 1 " 3 J Qi—y) V^y'—'Y 

Ainsi on connaîtra l'intégrale Z si T est connu ; or il suffit de 
faire /* = > et on aura T = J ' ; donc Z se de'terminera 

par l'équation 

C'4 -, . C du 3 r ydy 

7 » 

et par conséquent Z peut s’exprimer par les arcs de cercle et lej 
logarithmes. 

Des cas principaux où Ton peut évaluer , par les fonctions 
elliptiques , l'intégrale (?) = — > prise depuis 

9 |/(i — 

x — o jusqu a x = 1. 



(i 45). Ces intégrales dont nous traiterons fort au long dans la 
seconde partie , peuvent se déterminer dans plusieurs cas par des 
fonctions elliptiques complètes de la première espèce. Ces cas sont 
ceux où l'exposant n est égal à l'un des nombres 3,4, 6, 8 et 13 , 
Nous allons les examiner successivement. 

vhemiek cas, n=3. 

La seule transcendante à déterminer est 



et sa valeur déjà trouvée ( art. 39 ) est 

(|^ = a* 3”*F' (sin t5*). 
second cas , n = 4- 

( 146 ). 11 suffit encore dans ce cas , de déterminer la transcendante 



/ 1 \ 1 P dx /* dz 

\Î/ J v/c» — X') J V'(|+ 1 ') 
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l'intégrale par rapport à z devant être prise depuis 5 = 0 jusqu'à 
z ■= 00 ; or l'une ou l’autre des deux formes conduit au même 
résultat 



(i) = F>(sin 45*)- 



TROISIÈME CAS , n= 6 . 



(147). Tontes les inte’gralcs représente'es par Ç-'ÿ peuvent être 
déterminées dans ce cas par la seule transcendante 



G ) = a */i TcÈ?) = al cos s /j 






V(i+i‘y 



La première forme donnera , eu faisant p = 1 -f. s*, le résultat 
a? 3 ~+ F 1 (sin i 5 *). La seconde donnerait, en faisant 

~=j '‘ — 1 , le résultat = a 5 3 _ 'F‘( sin 75° ), et de ces deux 

valeurs on déduit F'(sin 75 ') = v/ 5 E* (sin i 5 °), ce qui est une 
propriété connue de ces deux fonctions. 



QUATRIÈME CAS, /I = 8. 



(■ 48 ). 11 faut dans ce cas évaluer les deux transcendantes 



G)= = aico *s/ï^ 

/ a \ 4 r xdx i w f* zdz 

W*= 2 J = a * cos -JwT*ï 



La seconde , en mettant x* à la place de x , devient a" * ; 



et sa valeur est ^ ^ = j F‘ ( sin 45 * ). 

Pour évaluer l’intégrale ^ y ) , nous choisirons la seconde forme 
OÙ il s'agit d'intégrer la différentielle entre le* limites s =o, 

s = oo. Supposons cette intégrale trouvée depuis z — o jusqu'à 
s= i , et appelons Q la partie comprise depuis s=i jusqu’à s = eo; 



Digitized by Google 




» 



; 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. ait 

si l’on fait z — on aura la transformée Q =y" > T** devra 

être prise depuis tc= i jusqu'à u = o ; en changeant son signe , 
l'intégrale devra être prise depuis u = o jusqu'à u = t ; et comme 
alors on peut mettre s à la place de u, il est clair que l’intégrale 

cherchée J prise depuis z = o jusqu'à z = co , sera égale 
à l’intégrale T — > prise depuis z—o jusqu'à z= t. 

Soit J •+• z 4 —pz % , on aura j/( i i* ) = s* y/( p' — a ) , et par 
conséquent T = Ç ma * s ^ c I ua, ' ol:l 1 “t" — P"* donne 

I -z* = zV{p - 3 ) , i — s= v/( p-z ) , g + dz = - p-JËj-jt 
donc on aura 



t r ï _____ 

J V'Cf— »/(/>*-*)’ 



cette intégrale étant prise depuis = a jusqu'à pz=z<x. 
Soit p — a -+- y*, on aura la nouvelle transformée 



J VC(V'+ B + V" J ) (<7‘+ 2 — V' 2 )] * 

qui devra être prise depuis ÿ=o jusqu'à q = oo. Soit /n’^ra + ^a , 
q=m cot <p et c* = a l/a — a, on aura l'intégrale indéfinie 

T = = *>> et rinu: e rale complète 

T* = — F' (c) ; donc enfin la valeur de 1 a transcendante cherchée 

G)”™ 

(i) = ,-iF' W . 



On a vu d’ailleurs ( n* 64 ) que pour cette valeur du module e 
à laquelle répond le module complémentaire bz=y/ 1 — 1 — tang g , 
on a F‘(c) = t/aF'(è). Ainsi la transcendante ^ ^ s'exprime éga- 
lement par a”’ F’ (c) , ou par a* F'(ê) = a*F' ^lang 0 . 
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CINQUIEME CAS, « = 13. 

(149). Tontes les intégrales comprises dans ce cas seront déter- 
minées, si on connaît les trois transcendantes 

/ I \ ’ r dx l r r dt 

\ï/ * J 3 COS iaJv / (i+‘") 

( a \ i C xix i ar r vit 

a) 3 J t/(i — x“) 3 C °* iaj ^(1 + *'*) 

/ 3 \ | r x*dx 1 3*- /* i*Js 

\3/ a Jv'(. l ~ x ' i ) 3 C ° S »a^/ ’ 

les intégrales en ar étant prises depuis x = o jusqu'à z= i , et les 
intégrales en z étant prises depuis s = o jusqu'à z = oo. 

La seconde et la troisième se ramènent immédiatement aux for- 
mules déjà intégrées. En effet, si au lieu dex* on metx, la seconde 
formule donnera 

G)= a ~" 5 ' iF,(sio i5 ‘); 

et si au lieu de x 5 on met x , la troisième donnera 

(1 ) = f '(”" 45-)- 

Tenons maintenant à la première intégrale qui parait présenter 
d’assez grandes difficultés. 

En choisissant la première forme , il s'agira de trouver l'intégrale 
X= J depuis x — o jusqu’à x = j . Pour cela , je fais 

x* — A- — y , d’où je tire successivement A _f_ x 4 = 9* ~f- a. 

3? ~ ^‘= 7 J + 5 », 1 ~ *"=** (?’+ 3 ?), ~~ = 

il reste à trouver la valeur de or de l’équation ~ — x‘= y, 
on déduit ^=i9-f-v/(i7*+0; donc — . 



donc enfin la transformée sera 



x — i r Ù Li r «W? 

V ÏW ^ V t/(9*+3). T(<?‘+4)' 
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ce* deux nouvelles intégrales devant être prises depuis q = o 
Si dans la première on fait q = p', on aura 
a dp 



jusqu a 

f <*£ 

J V ('/ j + 3<7) 



q = Oo. 

A 






fait q — p‘, 
cette intégrale qui doit être prise égale- 



ment depuis p = o jusqua p — 00 , se trouvera par la formule du n" 38 , 
et on aura pour résultat 3 = 4^F'(sio 4 5 *)- 



(i5o). Il ne reste donc à trouver que l'intégrale 

rfi iv'q f d <iV' <! . 

J t / (7’+ 7<J*+* a ) ’ 



*-A 



t/[(9'+3) (q’-t-4)] 



cette formule rentre dans le cas vu de l'art. 137 ; on fera donc 
/n<= la et 7‘-f- o»* = qz , ce qui donnera d'abord q i + qq‘ -f- ta 

z=q‘ (z‘— a«*+ 7), et Q=y' /C ..L am'+V )• Ma ‘ S de r<;< I ualioa 
7"-f- ra* = qi, on déduit successivement 



2 

q m — q' (/( z -f- a/n ) 

q — m — zfc q‘ j/( s — 2 m) 

27* — j/(z + am)db v/(s — a/n) 
- , 1 rfs . 1 rfs 

^ ^ p (t+am) V (* — am)' 



Donc on aura la transformée 



«-/ï 



ldi 



/î 



;di 



am‘+ 7) y ^ (l — am). y(l‘ — * 



le double signe ± est relatif aux deux valeurs de q qui répondent 
à une même valeur de z. La quantité z a pour maximum , z= 2/» , 
lequel a lieu lorsque 7 = m ; et la correspondance de ces deux 
variables est telle , que depuis 7=0 jusqu'à 7 = m , la valeur de z 
décroît depuis z=oc jusqu’à z=2/n ; et depuis q—m jusqu’à 7=00 , 
la valeur de z croit depuis z = 2m jusqu’à z = o=. 

De là on voit que depuis 7 = 0 jusqu 'à q =. m , l'intégrale Q sera 
représentée par la différence des intégrales 



u-, 



' dz 



h 



[ch 



V U — am) y (**— 7) J v/(*+am) y (*“ — awi*+ 7) 1 
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et la somme de ces intégrales représentera l’intégrale Q prise depuis 
q z= m jusqu’à q — ». Donc en ajoutant ces deux parties , l'intégrale 
totale Q sera exprimée par la seule iutégrale 



A 



dz 



y/ (z. — am) y/(z" — am‘-4*7) 



Soit s et on aur * enfin la transformée 

O— C-. .l d P . 

v J yCp'-M"'/’ ■+»»»■+ 7) 

laquelle devra être intégrée depuis p = o jusqu'à p — 00 . Com- 
parant cette intégrale à la formule du n* 58 , et faisant c = , 

f , * 1 

on aura pour résultat Q = 4 sm i5*.F'(c); donc 



X = ~ F' ( sin 45*) + sin i5*.F'(c); 
ay/3 

et enfin la transcendante cherchée 

^ = 2 ^ X = a - ® 3 _ *F' sin (45*) -1- a* sin ,5“ F'(e). 

Ainsi les transcendantes nécessaires pour faire connaître toutes les 
valeurs de l’intégrale dans le cas de n= ia, se déterminent par 

les trois fonctions! complètes de première espèce F‘(sin45*), 
F' (sin i5*), F'(c). 



(i5i). Cherchons maintenant une autre valeur de la transcendante 
( 7 ), au moyen de l’intégrale Z = prise dcpuisz = o 

jusqu’à z = ao. J'observe que si on prend d'abord cette intégrale 
depuis z = o jusqu'à 2 = 1 , qu’ensuite pour avoir l’autre partie 



depuis z = , jusqu'à z = oo, on mette ^ au lieu de z , ou aura, par 
la réunion des deux parties , 



j (1 *0 






intégrale qu’il £iudra prendre depuis z=o jusqu’à z= 1 . 
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Soit i a* = pz‘, on aura 1 -f- s" = a* ( p 5 — 5 p) , donc 

= T • vc/-m '• mais de re '' 1Uation * + ** = /»% on 

tire — = - . —~r — tt » donc on a la transformée 
* * V'CP*— 4 )’ 



_ C 54 

J Vit* — 



i dpVp 



ÿ(.p*— 7p" + ‘a) ; 



laquelle devra être inte'grée depuis p = a jusqu'à p = oo. 

Celte formule est semblable à celle que nous avons traitée dans 
l’article précédent; on fera donc de même ot*= la , />* + /»*= pr t 
ce qui donnera 

p -f- m r= p* a/n) 

S 

p + m = p‘ \Z(v — 3/n), 



et il faut remarquer qu’il n'y a point ici d'ambiguité , parce qu’on 
a toujours p > m. On aura ensuite 



p 4 — 7 p* -+- i a = p* ( e* — am‘~ 7 ) 



ap‘ = ^(f-j-a/nj+v/^e — a/n) 

r 



P md P~ 7771 



l/(v -f- am) * ÿ (v — am) 9 



donc on aura la transformée 






«fl/ 



V/ (v + am) y/(w a — a m* — 7) 



'fvi.o- 



, 

am) ÿ(y — arrx’4- 7) * 



dont les deux parties doivent être intégrées depuis i> = \/(arn‘- f-7) 
jusqu’à e=oo. Soit =a-{-t/ 3 =/*, et v-^un—x', la 

première partie dévie ndra 



A 



|rfr 



VtO 



• +(•) ( *•— a/n — p ) )' 



Soit encore **= et c*= ou c= , et la 

transformée sera - ÿ— f j ti - ;ÿ - j 3 dont la valeur dam les limites 



re « uise8 =r^ F ' (c) - 
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On trouvera semblablement qu’en faisant A= , la seconde 

intégrale a pour valeur - 



i+j/3 ' 

: F 1 (b) ; et le module de celle-ci a été 



3 Ÿ a f* 

désigné par b , parce qu’en effet d’après les valeurs trouvées , on a 
b'- f- c*= i , de sorte que ces modules sont complémens l’un de 
l’autre. Cela posé , en ajoutant les deux parties , on aura l’intégrale 
cherchée 

[ F' Çb) + F-(c)) = *2=1 [F'(A) + F'(c)], 

a y ap. 4 

ce qui donnera cette seconde valeur de la transcendante , 



(i) = a -i[F'(i)-f-F '(*)]. 



Egalant les deux valeurs trouvées , on a une première relation entre 
les trois fonctions F‘(sin 45*), F' (A), F 1 (c). Mais on peut en obtenir 
une seconde qui servira à établir les rapports des fonctions F' ( b ) , 
F'(c) , tant entre elles qu’avec la fonction F'(sin 45*). 

(i 5a). Pour parvenir à ce résultat, il faut chercher directement 
l’intégrale 

M = /* t —— — p 

laquelle étant prise depuis x = o jusqu'à x = i , sera la valeur 
de la transcendante Soit d’abord x* — i —J* , on aura la 
transformée 

V'<y— 3y‘ 

qu’il faut intégrer depuis^ = o jusqu'à j = 1 . Si l’on fait ensuite 

y = t/3 , =y*z, ce qui donnera /‘ = jï — j/(-j z* — »*) , 

J * — 3j~*+ 5 — J* (s* — a»* — 3), la transformée en z sera 

M = — i f- — |-i/' î* . 

*•' a»*— 3) 4r‘).v/(»’— a»’— 3) 

Soit z*— a»’ — 5 = n 4 , et on aura pour dernière transformée 

M = r 8 u ’ du r { U’du 

J a.'+3) J l/(u* + a.‘ + 3) J 

d’où 



^9 

M 



= r ^ 

y »/(/— 3y* + 3 ) 
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d’où l'on voit que l’intégrale cherchée ne dépend que des fonc- 
tions elliptiques. 

En vertu des limites fixées , les deux dernières intégrales devront 
être prises depuis u = 1 jusqu’à u = oo. Mais comme chacune de 
ces intégrales deviendrait infinie dans la dernière limite , il faut , 
pour éviter cet inconvénient , faire 



J \y( u — flr + 3 ) / 

Q= f(du ; 

Par ce moyen , les deux intégrales P et Q seront toujours des quan- 
tités finies , et après avoir trouvé leurs valeurs complètes P', Q‘, on 

en déduira M ou =i (P’-f-Q 1 ). 



(i55). Pour avoir l’intégrale P, soit ff* = a y/3 — 3, et u‘ — 

C" 

V( id — 6* ) = p , ou u % = \ p — , on aura la transformée 
P=/ Soit ensuite p — € tang* J ? et c* = on aura 
t» ./f X fi\ r 



cette intégrale se trouve par les formules de l'art. i38 , et on a 

P= /(K)«[ ** tangi? + F(?) — aE(?)]. 

Il faut maintenant prendre cette intégrale depuis ? = o qui répond 
à u= co^ jusqu'à la valeur de $ qui répond à u = i ; on a dans 

cette dernière limite tang ^ , ou cos ? —\J (f^)' 

Or j'observe que l’angle ? ainsi déterminé , est celui qui pour le mo- 
dule c= \/{, donne F (?) = |F‘; car nous avons trouvé (art. 24 ) 
qu’on satisfait à l’équation F(4)=jF', par les valeurs cos 4 = 
sin >(,= l/(i — £). Si ensuite on suppose F (?) + F (4) = F‘, ou 

tang ? tang ^ , on en déduira tang ? = 0l * 

cos? = v/(£) , ce qui est la valeur de ? dont il s’agit. Au reste 
en faisant a*= a j/3 -f- 3 , on aura plus simplement cos ? = , 

sin ^ == ï+T> a W=ïC*'~0 » tangi? = si" 4 = £pi* Mais 

28 



y' 
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puisque la valeur de $ est celle qui donne F (p) = { F 1 , on aura en 
même temps par les formules du n* 3a, 5E(p)=aE’-i-c*êin<psiu4 
X ( a — sin 4 ) , ce qui donne 



E(0) — |E’ -f- 



«V 1 '* 

(S+T?- 



Substituant toutes ces valeurs dans celle de P, il viendra 



P.=J££(P_,E.) + /(£).(. 



(i54). Venons maintenant à l’intc'grale Q. Si l'on fait ^(id-f-a 1 ) 

= < 7 , ou «• = * — , on aura d’abord Q = ‘ q \ . Soit 

" a<7 * x J Vf» 1 — <?“) 

ensuite (j = ctc os 1 », et on aura Q = j/a / _ , . a e , dou 

v' r U T ® J 

l’on tire 

Q = v/a . [ aE (») — F (»)] -f- const , 



le module de ces fonctions étant toujours c = y/j. 

Cette intégrale doit être prise entre les deux valeurs de a» , qui 
donnent n=i et u = oo; dans la seconde limite on a £» = ;-*, 

et dans la première cos'a = — — , ou cos'a» =6 ; 
cardes deux équations «e*= at/3-f- 3, 6* = a t/3 — 3, on déduit 
«*6*= 3 , ou a,S = y/5. Mais puisqu'on a cos a = y/ë , l’angle a> 
est le même qui a été désigné dans l'article précédent par 4 j et on 
a par conséquent pour la valeur complète de Q , 



Q' = /*. [aE 1 — F- - aE (4) -f- F (4)]. 



Or on a F(4)=sF‘,E(4) = ] E’-f- j sin 4 sin ip (i -J- siu 4) » 
donc 



Q-=^( 3 E'_F')-f.gg>. 



Si on ajoute maintenant les valeurs de P' et Q', et qu’on ait égard 
aux réductions que fournissent les équations l/(i^) — ^r~~> 

a* = 6x*~ f-3, on trouvera que les parties algébriques se détruisent 
mutuellement, et qu’on a 

P' -f- Q’ = f ( aE' - F' ) ( y/a - y/jë ). 
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. . ». 3 

Mais le facteur a . — se réduit à — -=; donc enfin la valeur 

1 y a* 

de la transcendante cherchée = ; (P'-f-Q 1 ) sera 

où l'on a»=j/3,ct * = r y /(2 •+■ j/3) = a» cos i5\ 

Ce résultat peut encore se simplifier; car d'apres la propriété 
connue des fonctions E% F', dont le module est sin 45% on a 

^ =F'(aE' — F'); donc la transcendante s’exprime par la 

seule fonction de première espèce F% au moyen de cette formule 
très-simple 

( i \ = ! . Z . 

\ 9 / aiy'aa F , («n43”) 

(i55). Soit pour abréger F' ( sin 45*) = B, F'(sin t5°) = C; 
nous avons déjà trouvé ^ | ^ ~ C, ^ ^ ^ = j B , et le résultat 

précédent donne = — ~=. . g; nous allons faire voir qu'avec 

ces seules données , on pourra déterminer la transcendante ^ 7 )• 
En effet il résulte des formules connues(') qu’on a , 

«(D = a> sin ai yj (g co^am ) » * *^ tanl ou t5%ct M, représentant 
la transcendante ^ 7 ^ ; de là on tirera 



M, 



/ 1 X __ as*B 

’ \T/ T" 



a 3 «B a>rcosi5* 



B; 



Ainsi la transcendante (^ 7 ^ ne dépend que de la fonction B. Mais 

les autres valeurs trouvées de celte transcendante vont nous fournir 
de nouveaux résultats. 

On a trouvé par la première méthode (art. i5o) , 

l 

'ï 



( 7 ) = ~ B -+- a? sin i5".F' (c). 



C) Voyez les articles 9 et 18 de la seconde Partie. 




3 30 PREMIÈRE PARTIE. 

Donc en comparant ces deux valeurs , il en résultera 

F‘(c) = 3 B= 3 F , (sin4y). 

Si on compare la même valeur à celle qui est re'sulte’c de la seconde 
méthode (art. i5i ) , on aura 

g” 53 B = a" I [F- (i) + F- (c)) ; 

donc F* (b) 4- F ' (c) = B = 4 F 1 (c) , ou 

F' (£)= 5F‘ (c). 

Ainsi l’cgalité qui avait été trouvée par approximation ( n* 84 ) , 
se trouve confirmée par une démonstration rigoureuse , démons- 
tration qui pouvait être regardée comme un problème d'analyse 
fort difficile. 

Le module c et son complément b qui donnent lieu à cette ré- 
duction singulière, sont tels que si on fait c = sin 0 , b — cos 0 , 

on aura sin a9 = lang* i5“, et tang(45*-f- 0) = ou 

tang ( 45* — 8 ) — Vcos 3o\ 

Ou voit de plus que les fonctions F‘ ( b ) , F' (c) s'expriment l'une 
et l'autre par la fonction F' ( sin 45*), de sorte qu'on a 

F'(c) = i£21il’F'(sin45*) 

V 37 

F*(£) = 3 ^/ 3 . cos i5*. F'( sin 45*)? 

Ces rapports sont d’autant plus remarquables que les fonctions 
F' (A) , F'(c) sont jusqu’à présent les seuls exemples de fonctions de 
la première espèce qui aient un rapport connu avec une autre 
fonction de même espèce F 1 (sin 45°) , sans que les deux fonctions 
comparées soient comprises dans une même série ou échelle formée 
d’après un module donné , et sans que leurs modules soient complé- 
roens l'un de l'autre. 

FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 
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SECONDE PARTIE. 



DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 



(Quoique le nom d'Euler soit attaché à presque toutes les llie'ories 
importantes du Calcul intégral, cependant j’ai cru qu’il me serait 
permis de donner plus spécialement le nom d' intégrales Eulériennes, 
à deux sortes de transcendantes dont les propriétés ont fait le sujet 
de plusieurs beaux Mémoires d’Euler , et forment la théorie la 
plus complète que l’on connaisse jusqu'à présent sur les intégrales 
définies. 

La première est l’intégrale f -^~ — — — qu’on suppose prise entre 
J p'O -*■)■-* 



les limites x = o, x= i. Nous la représenterons, comme Euler, 
parle caractère abrégé 

La seconde est l’intcgrale fdx (log ^ , prise de même entre 

les limites x — o,x — i. Euler représente celte intégrale par le 



symbole en supposant que a soit égal à la fraction ration- 

nelle nous la représenterons plus généralement par r (a ) , et 



nous regarderons T (a) comme une fonction continue de a. 

Ayant pour objet de réunir dans cet ouvrage tout ce que la théorie 
des transcendantes, et surtout celle des intégrales définies, offre de 
plus remarquable, j’ai dû y comprendre la théorie des intégrales 
Eulériennes. C’est pourquoi je la donne ici , à quelques additions 
près , telle que je l'ai déjà publiée dans les Mémoires de l’Institut , 
pour l'année »8io. 
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SECONDE PARTIE. 



Des intégrales Eulériennes de la première espèce. 



(i). L’expression par laquelle nous désignons l'intégrale 



f- 



xt-'dx 



■ , prise depuis x = o jusqu’à x = i , est en général 

t/(i _*•)-' . 

une fonction des deux exposans p et q , et de l’exposant n, qu’on 
regarde comme des nombres entiers. Mais nous supposons n cons- 
tant, et notre but est de comparer entre elles les diverses valeurs 

de qui répondent à une même valeur de n , afin de réduire 

au moindre nombre possible les transcendantes que celte expression 
renferme. 

Nous observerons d’abord que les deux exposans p e l q peuvent 
être écbangés entre eux. En effet, si on faitx* = i — y, on aura 






y*~ ‘’v 



V/( 1 — x" )— < 






et la transformée en y devra être intégrée depuis y — i jusqu’à 
y = o. En changeant son signe , elle devra être intégrée depuis 
y = o jusqu'à y = i ; et comme alors on peut mettre x à la place 
de y , on aura 

P x*~'dx Ç r 

V/( 1 — x" ' J/( 1 — x* )" _ r 

ou , suivant notre notation , 

«)=(?)• w 

ce qui est la propriété énoncée. 

(a). Il faut faire voir maintenant que si dans la formule 

l'un des deux nombres p et q est plus grand que n , la formule 
se ramène aisément au cas où p et q sont compris l’un et l'autre 
dans les limites i et «. Pour cela soit Z = x* ( i — x")', on aura 
la différentielle 

dL — kx*~'dx (i — < (i-f-rn) x l+ "~‘ dx (t — x*)' - '. 
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d'où l’on tire en intégrant , 

Z = kfj^-'dx (i — x*) ,_ ' — (A + rn)fx k *—'dx (i — •*•)'->. 

Donc si on prend les inte'grales entre les limites .r = o , x := i , et 
qu’en même temps on suppose A> o, et r > o , afin que Z s’éva- 
nouisse dans les deux limites , on aura 

fx k *—'dx (i — x*y-‘ = -r-^—fxL-'dx (i— x*)'— } 



GO- 



d’où il suit qu’en faisant k n ~ p et r = ^ , il viendra 

\q/ p + q — » \ q / 

Au moyen de cette formule , toute fonction dans laquelle on a 

p > n, se re'duira successivement aux fonctions etc -> 

jusqu’à un terme ou ^* ns lequel p' sera le reste de la 

division de p par ». 

Arrivé à ce terme , si de son côte' q est plus grand que n , la fonc- 
tion qui est la même que sc réduira successivement aux 

fonctions p' 3 ")-» clc - jusqu’à un terme 

dans lequel g' sera le reste de la division de g par n. 

De là on voit qu’on peut toujours supposer la fonction ^ 

réduite à une forme où p et q soient compris tous deux dans la 
suite i , a , 3 . ...n. 

(3). Cela posé , il y a deux cas principaux où on peut trouver 
immédiatement la valeur de ; c’est lorsque n est égal à l’un des 
deux nombres p et q , ou lorsqu’il est égal à leur somme. 

Soit, i*. qz=n, on aura immédiatement = fx*~‘ dx = 
— + C, intégrale qui , étant prise depuis x — O jusqu'à x = i , 
se réduit à ^ ; d'où résulte 




aa4 SECONDE PARTIE. 

Soit 1 a*, j p q = n , ou p—a, q = n ““<*1 on aura 

a 

— x") *; faisant i — x*=x*z% on aura la trans- 
formée rationnelle 



(5) -G 



intégrale qui doit être prise depuis 3 = o jusqua z = ao ; or par les 
formules connues (Eu/. , Cale, iniég., tom. I, pag. a5a) , celte 



intégrale = 



Donc si on fait -=«, on aura 

n 9 



\n — a J ain a» 



(d) 



Excepté ces deux cas généraux , toutes les quantités désignées par 
sont des transcendantes plus ou moins composées, selon la 

valeur de n , et ne sont point susceptibles d’une évaluation exacte. 
Mais pour chaque valeur de n , on peut exprimer toutes ces trans- 
cendantes au moyen d’un petit nombre d’entre elles , et c’est l'objet 
des recherches suivantes. 



(4). Observons d'abord qu’en mettant p+nà la place de p, l’équa- 
tion (b) donne 

On aurait semblablement 

/ P + _ p + q + n /p -f an\ 

\ q / p-f-« \ q ) 

/p+a« \ __ p + g4-an ç p + 3n \ 

\ q ) p + an \ q ) 
etc. 

Donc en général, i étant un nombre entier positif à volonté, on 
aura 

(P\ P+q p + q + n p + q -f an p -f- q + in fp 4- i 1 ,n \ 

\q) P ' P + « * p -pan p + m q )' 

mettant 
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mettant p-\-rm lieu de p , on aura semblablement 

P+Ç+r p+q+r+ n p+q+r+in p+g+r-j -in f p+r+i+ ,. n \ 

' 1 ' P+ r ’ P+H-« " p+r+an p-f-r-fm \ g /' 

Divisons ces deax formules l'une par l'autre , et faisons pour 
abréger, ^ 

M” = + + 

P(.P+g+r) 

31' __ (P + ?-b«)(p-f-r + Fi) 

(f + ' , )(P + ? + i' + n) 

M' = (P + g-b 3 " ) (P-f-r + a») 

(P + a") (p-hq + r + an) 



etc. 



nous aurons 



(?) 



m 



■■ M* M' M'. . . . MW — i 2^ 



.J 



’ p -b i+ I .n 

_ 



(JLtL+J+1 



c 



» ' v — r~^") 

Supposons r positif et < n ; alors il est clair que la quantité 
' ~ t: — ) sera plus petite que ( p + * ' " ) et plus grande 

q ue -)• Car si on considère diverses formules qui ne 

diffèrent que par l'exposant p ; comme ces formules désignent cha- 
cune l’intégrale, prise depuis x = o jusqu’à x= i, d’une diffé- 
rentielle - ^ dont le dénominateur est le même pour toutes , 

il est évident que l’iutégrale sera d'autant plus petite que p sera 
plus grand. 

Mais la formule (b) donne 



C 



'p + ‘ + 



Donc on a d'une part le rapport 

(^gf) 

f p 4- r -t-T+T.n' 



> 1 » 



3 9 
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et de l’autre ce même rapport < p q 1 ~t~ *‘ n . Si l’on veut donc 

/>+■ + !•» 

que ce rapport soit compris entre les limites t cl 1 + il faudra 
prendre i -f~ 1 > - ■ ~P- , et alors on aura 






K étant plus grand que k. 

On sait par cette équation combien on approche du rapport 
de à (j~~) j en prolongeant le produit M* M' M*. . . . jusqu'à 

un terme M (,) ; et il est clair qu’en continuant ce produit à l'infini, 
on aura la vraie valeur de ce rapport , laquelle sera 



— i 4 - = M* M’ M* M', etc. 



Maintenant si dans cette équation on échange entre elles les lettres 
q et r, les quantités M”, M’, M*, etc. resteront les mêmes, de sorte 
qu’on aura encore 




M* M’ M'M*, etc. 



Donc parla comparaison de ces équations, on obtient la formule 
générale 



©•CW -G) -Cf) 



Cette formule dont la découverte appartient à Euler , est une sorte 
d’équation aux différences finies , qui renferme presque toute la 

théorie des transcendantes Et d’abord nous allons en déduire 

l’expression générale des quantités 
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(5). Les formules (c) et (d) donnent les valeurs exactes de la 
fonction J , toutes les fois que l’uu des deux nombres p et q ou 
leur somme est égale à ». Supposons maintenant qu’on connaisse 
de plus toutes les valeurs de lorsque />-}-?=»— *i , et dési- 
gnons en général par A, la fonction , eosorte qu’on ait 

( î=f _,) =A (0 

On aura donc successivement (~~~) = A, , = A, ; 

C ~ 5~0 = A, , etc.; et parce que on aura aussi 

(^i^)= A „ = A *> etc » donc cn général 



A ( ._, — 4 j . — A, 



D‘où l’on voit que le nombre des auxiliaires A,, A., A,, etc., se 
réduit toujours à - ■■ ■— ou n ' , selon que » est pair ou impair. 

Par exemple, si » = 7 , il y aura trois auxiliaires A, = f-j-\ 
A,s=(j), Aj = (§), puisqu'on aurait A 4 =Q)=A,, et A 5 = 

(s) = A ’’ 

Si «= 8 , il n'y jura encore que (rois auxiliaires A, , A., A, ; 
car on aurait, en vertu de l’équation (g), A 4 = A,, A 5 = A,, 
Aj = A,. 

Cela posé, au moyen des équations (c), (d),(e) et des auxiliaires 
données par l’équation (f), nous pourrons trouver l’expression 

générale de dans deux cas généraux, i*. lorsque p- {-q est 
< » ; a*, lorsque p + q est > ». Voici comment on y parvient. 

(6). L’équation (e) donne immédiatement 
= ) j substituant dans celle-ci les valeurs con- 
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nues parles équations (d) et (g), on aura 



'n — a — i\ 


A j ?in au 


. ^ 


. i ; 


MO ftt 





(L). 



Ainsi on connaît toute fonction dans laquelle l'un des deux 

nombres p et q est égal à l’unité ; si pour plus de simplicité , 
ou met a à la place de n — a — i , on aura pour le même objet 
la formule 

/o\ A„ain(n 4 - 1 ) « /j\ 

\ i / tin « 'J' 



La même équation (e) donue ' (~o — ')• 

et substituant les valeurs connues, il en résulte : 




•in (a-f-i ) u 
•in u 



Ainsi on a la valeur de toute fonction (Q dans laquelle p -f- <f 
— n — a. 

De l’cquation (e) on déduit encore immédiatement 



(=^) ■ 



ce qui donne 

/ n — o — 5 N A jh _. tin(q+i ) « ti n (n-f-a)» 

\ a / A,A, * tint» tin a» 

Ainsi on connaît la valeur de toute fonction (^)» dans laquelle 

P + l— n — 3. 

En géuéral l'équation (e) donne 

(^-) • C-r-*) - ( î =7= i ) • r°7 > + ') - 



et en mettant les valeurs tirées de l’équation (b) , il en résulte 




a — A^j_, tin (o + t — i) « f n — o — k 4- i 

~a ) A,_,tinCA — 1)“ ' “ 



Donc on aura en général 

fn — a—h\ A.A,,^,.. .Â é+ ^, tin(o4-<)«»in(a+n)«. . . tin (a+k — i )» ^ 

\ a / A, A,. . .Ai_, ’ tin aùa in. . .tin ( k — i )« *"W' 
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C’est la valeur de toute fonction dans laquelle p q est 

moindre que n. 

(7). Pour avoir l’evpression générale de lorsque p q est 
plus grand que n , observons que l'équation (c) donne aussi 



— a -f t j A^ Çi — a + A^ — a -+■ k -f- 

Or par l’équation (b) on a 

C4 -V*t 7 -(î)« 

par l'équation (i) on a 

/ k\ Ai sin ( k -f- l ) « 

\ 1 / si u * , 

et par l’équation (h) on a 

/ n — a + AN tin (g — A — t ) » _ 

\ 1 / sin » ’ 

substituant toutes ces valeurs , il viendra 

C 



; > 



n — n -f- A -4“ i> 



\ * A t »in ( k -fr i ) ( n^a -f k \ . 

/ A-f-l ‘ A,_,_, sin (a — A — i)»'\ a 

Tout se réduit donc à trouver la valeur de ~ a + 

Or l’équation (c) donne 

substituant les valeurs connues , il viendra 

/ n — a + i \ 1 

V, a J — A._, • 



sinaa» »in ( a — 1 ) a 

De lk et de l’cquation (1) on déduit successivement 



.(m). 



(n—a +3\ I A, 

\ o / a ' A,_,A._. ’ lin 



« sin » sin a « 



sin u« sin ( a — i) » sm ( a — a ) * ’ 

( n 1 A, A^ « sin « sin ae* sin 3» 

a / 3 ’ A fal A w A. 



j sin «»ua(a— 1)« sin (a «— a) •» sin (« — 3 ) a» * 



s 
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a3o 

et en général, 

f n — a+k\ i A,A,...Aj_,_ « ain a» tin a». . .«in ka 

\ a )~ h " A.,_,A,^_,. . . A«_, ’ tin an iin ( a i ) a. . .ain (a— A)» ‘ * ' 

Cette formule donne la valeur de la fonction lorsque p- {- q 

surpasse n ; ainsi en la réunissant à la formule (h) , on a généra- 
lement l’expression de toute fonction en supposant seulement 

connues les fonctions semblables pour lesquelles p q = n — i , 
et on a déjà remarqué que le nombre de ces auxiliaires est — ou 
* , selon que n est pair ou impair. 

(8). La formule (n) pourrait être regardée comme une suite de 
la formule (b) ; et on n'aurait ainsi qu’une seule et même formule 
pour toutes les valeurs de p et q ; mais alors on aurait besoin de 
nouvelles auxiliaires A,, A_, , A_, , etc. , et il faudrait en fixer les 

valeurs ainsi : A. = ou plutôt i étant infiniment petit , 

A, = — j > A_, = — A, , A_,= — A., etc. C’est pour éviter 

l’embarras de ces substitutions , surtout dans le cas de A., que nous 
avons donné les deux formules séparément. 

Il est assez étonnant que l’expression générale des fonctions 

ait échappé à Euler j ou voit cependant qu’il s'était occupé 

spécialement de cette recherche , par le passage du tome V des 
Nova acta Petropol. , pag. ia5, où il dit : Neque tamen hinc adliuc 
elucet qiulnam lege omnes determinationes progrediantur , quando~ 
quidem valons certaruni JormuUmun conUruw magis evaduat com- 
plicati. _ 

Nous remarquerons au reste que les formules (li) et (n) qui 
contiennent l’expression générale dont il s’agit, peuvent être re- 
gardées comme l’intégrale complète de l’équation aux différences 
finies (e) ; de sorte qu’on ne peut tirer de cette équation aucune 
conséquence qui ne soit contenue dans les formules (k) et (n). C'est 
ce qu’il serait facile de démontrer par les méthodes que l’on suit 
dans ce genre d'analyse, et qui, pour la plupart, ont été iudi- 
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que'es par Lagrange dans les Mémoires de l’Académie de Berlin , 
an. 1775. 

(9). Voici maintenant quelques formule* particulières qui mé- 
ritent d’étre citées. De l’équation (e) on déduit les deux suivantes , 

(n-p-q) ’ = (iT^) ' (a -p — q)? 

multipliant ces deux équations entre elles , et mettant dans le pro- 
duit les valeurs connues par les formules (c) et (d) , on aura 

© ( "— P \— "ûaip + q)» , . 

' \n~qj (n — p — q)ùn p » «u<j« • • ' • *\r/> 

d’où il suit que la valeur de (~^ Q se déduit immédiatement de 
celle de (^)> T 1 * esl en quelque sorte son complément. On a 
en particulier , 

( a \ /n — a\ a» cot o» . . 

a ) ' Vi — a) n — aa * (SJ’ 

Ainsi connaissant les valeurs de lorsque a n’excède pas in, 

on en déduit les valeurs de ^ ^ ) lorsque a est plus grand 
que î ». 

(10). Pour examiner plus particulièrement les fonctions de la 
forme ( * ) » reprenons la valeur primitive de ces fonctions , 
laquelle est 

(î)-/s 

si l’on fait 






V/(i — X")"- 



>—** = £:> ou x*=i=fci y/(i — a*), 



la transformée sera 
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Quant aux limites de cette nouvelle intégrale, il faut observer que 
les valeurs x*= o, ar’ = ±, .r*= i donnent respectivement z= o , 
z — i f z = o. D’où l’on voit qu’il faut prendre deux fois l'intégrale 
en s, depuis 2 = 0 jusqu’à z= 1. Et comme alors rien n’empéche 
de mettre x à la place de 2 , on aura 



M — a -“ C x ‘~' d * 






celte intégrale est ainsi réduite à la forme la plus simple dont 
elle soit susceptible , puisque le radical n’est plus que du second 
degré. 



(ji). Si dans cette formule on met n — a k la place de a , 
on aura 

(0=*\ = a"' 4- t ■ 

{n-a) — 3 — 

de là et de l’équation (q) résulte cette formule remarquable 

/ ’ x—'dx r x’—'d x 

K(l — X") V KCi— X') 



a* cot an 



.(S). 



(ta). Puisque les fonctions ^ ^ ^ sont les plus simples entre les 
fonctions non comprises dans les formules (c) et ( 1 ), il sem- 
blerait convenable de les substituer aux auxiliaires désignées par A , , 
pour exprimer par leur moyen toutes les fonctions ( ^ 

Dans cette vue , désignons en général la fonction ^ ^ ) par M„ ; 
comme on peut supposer a < | n, on aura par la formule (à) , 



A ^ A| ■ ■ • An, 



'•ï 



, sin (g-f~ O « »in » .«in (n — a — \ ) » 

sin <* sin 3 « . . .lia ( n — ua — - 1 ) # 9 



valeur qui , au moyen des équations = A, , sin (n — k) m 

— sin ka > , se réduit à cette forme 



A sA^. , .Am_ , sin ( a -f- > ) » sin ( a a ) »... sin aa* 

* À|A S *. ..A»^ sin » îia 3v. , .fin av 



(Os 

d’où 
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d'où l’oa lire successivement 

M . sin a u 

< = A >-^rr 



a33 



A*A S sin 3m sin 4<* 

• * À, * sin «sir» su* 

M _ A 3 A 4 As sin 4* fin 5«» sin 6* 

t — — : — : — * p — s : — s™" 

A, A, «in m sin a» tiaùut 

etc. 

Ces équations , qu’on peut mettre aussi sous la forme 



A, 


as M, . 


«in «» 






sin 3« 


A.Àj 


M. 


rin’ 9* 


A,A, 


M, ’ 


siu?m din4< 


A 4 A â 


M, 


•in* 3m 


A.A. 


— M.’ 


iia 5 a» sin 6» 



(")>■ 



etc. 



serviront à déterminer les auxiliaires A, , A. , A,, etc. au moyen 
d’un égal nombre de quantités M,, M. , M s , etc., prises dans 
l’ordre convenable. On pourra donc exprimer par ces dernières 

quantités toutes les fonctions ^ ~ ) cjui répondent à une même 
valeur de ». 

Mais il faut observer que ces substitutions ne peuvent s’effectuer 
que pour des valeurs particulières de n, et qu’ainsi par l'emploi des 
auxiliaires M, , on ne peut parvenir à des formules aussi générales 
que le sont les formules (k) et (n). 

(i3). Considérons maintenant la formule 

(~) =f-^=±- - 

I/O-*")" 

si on fait x~“ = t + v [/(i s"), on aura la transformée 



( n — a«\ r z* 

u j — 3 ' J un 



z*~ l dz 



dans laquelle il faudra prendre l’intégrale depuis z — ~ o jusqu’à 
2 == 50 > et d ailleurs suppose a ■< j ». Mais en vertu des équa- 

3o 
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tions (c) et (p) , ou 



/n— aa\ / m \ _ / » \ • 

\ a / * \n — a) \a sin 2 au/ 9 

m ( * a \ JLA . . 

\a/ ' \n — a/ \r» — a/ * yi/ a sin a* 9 

donc ©= a cos «a» . ( " a” 0 )» ou, en substituant la valeur donnée 
par l'équation (v) , 



©=’" 



/ ’ z‘~'dz 

K> +*") 



Cette formule n'a lieu que lorsque a est < \ n ; si a est > £ n , on 
commencera par prendre la valeur de > laquelle sera 

/ n—a\ — , . f'z'—'dz 

(;—„) = *’ ™ ("-*)» J 

et on en déduira celle de au moyen de l’équation (q). On aura 
ainsi , a étant > {• « : 

fl m 

a*~ ** t> . r z’—'dz . . 

a a — n " sin a» J ( i *• ) \ Ï )• 

(i4)_. Si l'on compare maintenant les équations (r),(x) et (y), 
on en tirera les formules 

/ ' jf-'dx r t—'dz 

vi .-*o— cos<, *v I fï) 

/ x‘~'dx _ m . / * z n ~*~'dz J ’ 

J/(i— X") (an — n)sin aa> ‘ J |/(i -(-i*) ) 

la première ayant lieu lorsque a est < £ n , et la seconde lorsque a 
est >{n. 

Lorsque n est impair, si on fait dans la première équation, 
x = x — y‘ et z —y* — 1 , les formules intégrales comprises dans 
les deux membres se réduiront l'une et l’autre à la forme 

C- i—yr-fr 

ff // n.n — 1 n.n — t.n — a . \ # 

J v( n ~ -rrs+ ~ ,-.T3r - 
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on voit donc que la partie de cette dernière intégrale, prise depuis 
J = 0 jusqu h y = i , et la partie prise depuis^ s= i jusqu'à_^=oo , 

sont entre elles :: cos — : i. 



(i5). Considérons de nouveau la formule 

3?- l djc 



(?)=/- 



si l’on fait 



K(i— i*)— » 



1 “ **— . 4 ?» 



on obtient d’abord 

• = a* - ' ir fx r+ ‘'~ u ~'dx.z , ~ *. 

Soit p = aa et qz=n — « , on aura 

et en achevant les substitutions , il viendra 

cela pose’ , il faut distinguer deux cas , selon que a est < | « 
ou > i n. 

Soit, i°. a < ~ n , on aura par les formules du o' i3 , 



donc 



/ a° N <v . / n— aa \ !± . . ^ t—'d* , 

v>— “/ a«nao» ' \ a ) ’ atinsa* J 



JVU+rvJ v w+*‘) ) 



(O- 



Soit, a", a >-j n, on aura par l'équation (b), 

/ 20 \ 2a — n / 2a — n\ 

y» — a/ a ' \ n — a J ’ 

mais en faisant a = n — c , on a 

/sa — n\ /n — qc\ 
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:>$(5 SECONDE PARTIE, 

et par l'équation (v), on a 

n — oc - - T l '~' dz 

C “ a ’ J ✓(«+•■)' 

Donc au lieu de l'équation (a') , on aura 

r( z —dz — — 30 rsz :' di - fb'). 

J \ ✓(!+**)/ au J t/(*+0 

Au reste cette dernière équation se vérifie immédiatement au moyen 
de la fonction P = z°~ j/(i -f- z‘) — s qui s'évanouit dans les 
deux limites , lorsque s=o et lorsque z = co ; car si on prend 
la différentielle de celte fonction , et qu'ensuite ou l’intègre , on 
trouvera 

f .1, _ ««-H — 'rfaV _ a o— n f*Zll Ü* - 

J V */(*+*•) / J V ('+*■) * 

formule qui ne diffère pas de la précédente , parce qu’en mettant ^ 

/ ^d— — /* j*-a— t^ T 

Vo +>) sec,,an g ecn y 7 ( - , - -, .■) . J « s 

limites étant toujours z = o, z — ce. 

(■6). Considérons enfin, dans la supposition de n pair, la 
formule 

J " — 'dx 






IS( i — x“ )* _ * 

si on fait ar _, = i +2*, on aura par la substitution , 

(^)=/Æ£>- . w 

et l’intégrale du second membre devra cire prise entre les limites 
2=0, s=oo. 

Maintenant , par la combinaison des équations (x) et (c') , on 
obtient 

(2)= a -“ c °sa»(i^- a ), 

et par conséquent aussi. 
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De ces deux-ci on conclura 

G) = a ‘“^ coUn S “•(fS) (*) , 

d’où l'on voit que n étant pair j il suffit d'avoir les valeurs de ^ 

pour tous les cas où a ne surpasse pas ~ n, et qu'ainsi le nombre 
des auxiliaires nécessaires pour déterminer toutes les fonctions 

^ ^ qui répondent à une même valeur de n , se réduit à ^ ou - n ~ ? , 

selon que n est de la forme ou 4 ’n -f- a. 



(17). A l’aide de l’équation (d') , on trouvera des relations entre 
les auxiliaires A, , A,, A 3 , etc. qui réduiront leur nombre comme 
il vient dctre dit. 

Pour cela reprenons la formule (t) , 

A a A w , . , A„ _, tin (g -f- i ) « «in ( a + a ) »■ . ,wn 3 a» 

~~~ A,A, A._, ’ tin «*sio a*. ..«in a» ’ 

elle donne , en faisant n = im , 

( m—a\ sin(m — a 4- i)»sin(m — <H-a)»...sin(2m — îo)« 

m—a A t A....A._^_, «in « tin a». ..tin (m — a)» 

substituant ces valeurs dans l’équation (d'), et faisant les réductions 
dans l’hypothèse a<jm, on aura généralement 



A„A„ + ,... A„_, «in (m— 1) « sin (m — a)«>...«in(m — a-J-i) « 

A..>A__,...A_ a ' «in a« «in (a-(-i) w...sin (aa — 1) • 



(e). 



De là résultent, en faisant successivement a = 1, 2, 3 , etc. , des 
équations particulières qui peuvent être mises sous cette forme 



A_, 

A„_, 

A„_j 

A.-4 



= A, . a- sin e* 

_ ^, >a *+s si n5a,| 

A, A; i+|;sin5a« 

~ A, ‘ 2 

= ~~ ; .a , '*‘* : sin 7* 
etc. 



(O- 
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Elles devront être continuées jusqu’à ce que le nombre en soit 
n — 4 n — a 

~4~ ° U 4 ' 

(18). Par exemple, lorsque n = ia,il y a cinq auxiliaires A, = 

= A,= (§), A 4 =(;), A 5 = (§), entre lesquelles on a ces 

deux équations 

A s = A,, a* sin « 

. A.A, 1 . „ 

A. — . a 6 sin a». 

* A, 

De sorte que le nombre d’auxiliaires nécessaires se réduit à trois , 
pour lesquelles on peut prendre A, , A, , A Jt 

Si on préférait de prendre pour auxiliaires trois des quan» 
tités Mj , il faudrait avoir recours aux équations (u) , lesquelles 
donnent 

A, = M,.— 

sin a» 

A.A, M, sin*. a« 

A, A, M, ’ sin 3 m sin 4* 

A, A, Mj sin* 5» 

A.A, Âfï * siü 5 j sin6«* 

Au moyen de ces équations et des précédentes, observant d’aillenrs 
qu’on a a = — , on trouve 

A, = a sin ».M, 

A. = aï •ia*.M. v /( s ^-) 

A, = aïsina.Ms^jj^;) 

A , = a« sin t » . M, . — - — 

* COS 290 

7 

A$ = a«sin*«p.M,. , 



(19). Appliquons ici les résultats que nous avons trouvés dans 
la première partie, n° i55, et supposons connues les deux fonc- 
tions complètes de première espèce F' (sin 45*) =B, F' (sin i5°)=C. 

Si l'on fait comme dans l’article cité, t s= t/3, on aura 
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M, = ii_L££ÎJi R 

M, = Ç C 
M, = 5 B. 



An moyen de ces valeurs, on trouvera 





\Anr> c 



a*r fin w 
3 



.C 



Aj 



a* c fin « 

3 



.B. 



a5g 



Ainsi par les deux seules données B et C , on pourra déterminer 
toutes les transcendantes désignées par ( ^ > dans 1® cas de «=12. 

Ces transcendantes, en excluant celles qui sont déterminables par 
arcs de cercle, sont au nombre de 6o , toutes différentes les unes 
des autres. On voit de plus qu’elles se détermineront rationnelle- 
ment en fonctions de B et C et du nombre rf, puisqu’elles s'expriment 
rationnellement par les auxiliaires A, , A, , etc. 

Si on veut, par exemple , avoir la valeur de la transcendante 
( - on cherchera d'abord par l’équation (n) sa valeur en fonction 
de À, laquelle est 

© _ l À, «in « nn 9« 

a * A 3 A 4 * sin 5* aio 4* lin 3 # 9 

faisant ensuite les substitutions et observant qu’on a a s=s , il 
viendra 

(D=£v/m 
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Formules pour évaluer par approximation les intégrales 

(20). Ayant réduit au moindre nombre possible les transcen- 
dantes (Ji ) , il ne reste plus qu’à faire voir comment on peut 

trouver par approximation , et d'une manière facile, la valeur de 
chacune de ces quantités. 

Pour cet effet , considérons d'abord la formule 

w J V/(i — x")’ 

et soit \é{ 1 — x' ) = 1 — y , ou jc*= ij — /*, on aura pour 
transformée , 






celte différentielle étant développée et intégrée depuis/- = 0 jusqu’à 
y ■=. 1 , ou obtient 



■ïw-sj' 



© 






n — a . an — » a 



an . 4 n ’ an a j 

n — a . an — a . 3 n — a a 

2n.4n.bn ’ 3 n-f-a[ 

• etc. 



(g'), 



formule dont chaque terme est moindre que la moitié du précédent. 

(ai). E11 général si on veut avoir la valeur approchée de la 

quantité f — *— , il faut partager cette intégrale en 

J t/(. -x")-* 

deux parties, l’une depuis x'=o jusqu’à je* = j , l'autre depuis 
x" = ; jusqu’à jr*= 1. 

La première partie étant nommée P, on trouve par les dévelop- 
pemens ordinaires. 



’=-Ç 



n — tf t , n — q . a/i — q 1 

a/i * n-\-p ' a/i .fn * un + p 



+• etc.\ 



Pour 
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Pour avoir la seconde partie que nous nommerons Q , il faut faire 
■x“= i — y*, alors on aura 



h 



m 'tlc 



V/(| 



—f- 






V/(i -I*)* - * 



et la transforme'e en y devra être intégrée depuis y’ — ~ jusqua 
y’ = o. Si on change son signe, elle devra être intégrée depuis 
y“— o jusqu’à^* — on aura donc 




n + q 



— p.t»n — p 1 

an<4'i an -f" <f 



4- etc.). 



Il ue s'agit plus que de réunir ces deux parties, et on obtient 



©=■ 



•' S G+ 



n — q I 



n—q.an — q 



n — q.an—q.Zn—q 



an n-yp an. 4 » an-yp an.^n.Gn 3 n-yp 



-+etc. 



L a -Vi + 2Tf._i ■ n-p.M-p l n-p.an~p.3n-f> » 

- \q an 'n+q ' an.^n an-yq ' an.4A.6n 3n-f-q 



Les deux séries comprises dans cette formule sont toujours conver- 
gentes , puisque chaque terme est moindre que la moitié du précé- 
dent : on obvie ainsi à l’inconvénient que présenterait la mélliode 

ordinaire, si on voulait intégrer tout d’un coup la valeur de ^-) ; 

depuis ,r = o jusqua jt= 1 , ce qui donnerait la suite très-peu 
convergente 



(P) = I + ' 4- n _ r ? - • a " -<? . _J-_ + et c. 

\q/ p n n + p • n.an an -y p 



CO- 



Au reste, lorsqu’on suppose p=t]=a, la formule (b') se réduit 
précisément à la formule (g') trouvée par une autre voie. 



(aa). Il ne sera pas iuutile de chercher la valeur de la fonction 
^) , dans le cas où n est très-grand par rapport aux nombres p et q. 

Pour cela, soit p—a.n , </— €n, on pourra considérer a et £ comme 
des quantités très -petites du premier ordre , et il faudra dévelop- 
per jusqu’au degré convenable les suites P et Q; on a d’abord, 

3i 




2 4 a 

en faisant { = 1 
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P 





i + * 



•+- , 



a + « 



+ I — f.l — jf'l — 



etc. 



5 -f- a 



Développant la série renfermée dans la parenthèse' , jusqu’aux 
quantités du second ordre inclusivement, et faisant pour abréger, 

A = x + —4-y4- -j -h etc. 

B = X 4-(>4-ï)t4"( i 4-ï4- 3 ) y 4> etc. 

C = * +74-^4-^- + e *c. 

on aura 

P = -^ f« 4- (A — B6)a — Ca*J. 



Mais on a aussi a~* = 1 — al 2 4- i ** (/ 2 )*, etc. ; et d’ailleurs 
A = — log ( 1 — x)= — log ( 1 — ï)=loga, de sorte qu’on 
peut supposer a - * = 1 — A* -f- j A*a'; ainsi en effectuant les dé- 
veloppemcns, on aura 

P = ^ — BC« — (C 4- i A*) *■]. 

Ou aura semblablement 



Q=^[.-Baf-(C4-iA‘)e*]; 

donc par la somme de ces quantités ou trouve 

(S)=:[; + î— ( B + c +i A ‘)(*+ e )]. 

on 

(f)='-£ s [ , - CB+c+ * A- >£l- 

(a5). Il reste à trouver la valeur de B 4- C, et pour cela nous 
considérerons pour un moment B et C comme des fonctions d'uue 
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variable x ; nous aurons d'abord 

® + ^ + etc. 

" ir " = x + ( 1 + ï ) x * +(‘+ï + î )'* 1 + etc. 

— 4. + ifl + etc , _ _ !2£0r^ 

donc C) = — ^ l°S (* — x ) » et en intégrant on a 



B — C = ; log* ( 1 — x ) , 

sans constante , parce que B et C s’évanouissent en même temps 
que x. 

On a ensuite 

xdC , je* , ac* , . 

= x + T+ g- + etc. = — l 0 g(i— x); 

donc 

dC = -£l«gC._x), 

êt en inte'grant 

c = — logxlog(i — x)— y~j log x. 

Soit x = 1 *—./■, on aura 

f ^ lo g x =/ ^ lo g 0— r) = const +/+^-! -+- etc. 

Si donc C est une fonction de x désignée par Ÿ (x)., on aura 

/ djc 

7—; log x a= const. + ¥ (7 ) = const + Ÿ (1 — -x) ; 

donc 

Ÿ (x) + "f (1 — x) = const — log x log (i — x). 

Si on fait x=o,on trouve laconstante='L(i)=i + ^ -f- 1 -j-etc., 
quantité dont on sait que la valeur est , de sorte qu’on aura 

•L(x)-f--L(i — x) = ^ — logxlog(r — x) (V). 



Digitized by Google 




a / f 4 SECONDE PARTIE. 

Celte formule fait voir qu'étant connue la somme de la suite 

+ etc., 

pour toute valeur de x , depuis x = o jusqu’à x = î, on connaîtra 
la somme de la même suite pour toute valeur de x, depuis x= j 
jusqu’à x= i. 

(24). Dans le cas particulier où l’on fait x = 7 , l'équation ( k') 
donne 

♦(î)— H lo g a )*; 

donc dans ce même cas , on aura 




mais on a trouvé B — C = £ log’(i — *) = ‘ log'ass; j À*; donc 
B = C + ï A* = - , 

et enfin 

(f)=^(-ï-?) en. 

C’est la limite vers laquelle tend continuellement la fonction 
lorsque n augmente de plus en plus , p et q restant les mêmes. 

C’est en même temps une valeur approchée de Ç £ ^ , lorsque 
p et q sont petits par rapport à n. Soit , par exemple , p— 1 , qz= 1 , 
n ss ta, on aura à très-peu près ( ^ — a (• — ggr)- 



Remarque sur quelques cas particuliers , où l’on peut 
sommer la suite désignée par 4 (xJ > et deux autres de 
la même espèce. 

(s 5 ). On a vu dans les recherches précédentes , que la suite repré- 
sentée par 4 (x) , est sommable tant lorsque x= 1 que lorsque 



Digitized by Google 




DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. a45 

x = i. Landen , dans scs Malhématical Memoirs , pag. x x a et suiv. , 
a indiqué deux autres cas où cette même suite est sommable : nous 
allons faire voir comment on parvient à ces résultats. 

Ayant fait 4 (x) = a; + + fr + + etc-, on en déduit 

<4 (x) — dx ( i + 1 + Ç + etc. )= — ~ log (i — x) 

et 4x) = f— ^log(t — x). Soit log et log (t— x)=q, 

on aurait à la fois 



4(x)=/— qdp, 4 (x —x)—f—pdq-, 
donc 4(x)+4(i — x)=C— pq=-\ (i) — log x log (i — x). 

C’est l’équation (V) que nous avons déjà trouvée ; mais on peut en 
trouver plusieurs autres. 

/ J 

— — log (i +x) ; 

mettant — — — au lieu de x, on aura 

i — x 



4 (-Î é;)=/(v 



donc 



4M+ 4 (tEti.) (« -*)=- i log* (*-*)• 

On n’ajoute point de constante , parce que les deux membres s'éva- 
nouissent lorsque x = o. 

Mettant de nouveau — f — au lieu de x , on aura 
i + i 

4 G~ï7i) + 4 (-*) = - i iog*(« 4-x). 



Cette équation donne une valeur toujours finie pour 4 ( — x )> quelque 
grand que soit x , puisque 4 ( — x ) De dépend que de 4 °“ 

— est plus petit que l’unité. Mais comme dans le cas de x > > , 

la suite désignée par 4 ( x ) sera divergente, on ne voit pas 
quelle peut être son utilité , contentons-nous donc de considérer 




a46 SF.C01NDE PARTIE. 

les valeur» de 4 ( — x) lorsque x est < i. Or on a directement 

4 (x) +4 (— j) = ï (■x'-h;r + ip+ etc.) = j 4 (■**)» 

l’équation préce'dentc peut donc se mettre sous la forme 

4(j|t7) + ï 4(**) — 4 (•*) — — ïl»g*C* + *)- 

Donnons à x une valeur particulière , telle qu’on ait x‘ = — * , 

X -f- I 

ou x » je — i ; si on fait G = — ï + î t/5, on aura x = G , 
= G' = i — G. Donc 

x 1 

f 4(. -f)- 4(0 = iog* (.+0 =— iiog^- 

Hais on a d’ailleurs par l’équation (V), 

4 ( l — 0 + 4(0— g alog’ff; 

donc 

4(0 = S- lo «‘ e 

4(«-0=S-Jog*e. 

Ainsi on connaît la transcendante 4(- r )» non-seulement lorsque 
as:i et x = |, mais encore lorsque x== G s=— i + î y5, et 
lorsque x — î — £ — ï — i t/5« 

( 26 ). Considérons maintenant la fonction 

9 (x) = * + fr + |r + etc. 

On aura d’abord 9 (x) = 4 (x) — ^ 4 (x*) > ce *l n * se vérifie immé- 
diatement par les expressions en série de 4 (x) et 4 (x*)- Mais ou 
connaît les valeurs de 4 (x) et 4 (x*) lorsque x = G , puisqu’alors 
x* = 1 — G ; donc on aura pour ce même cas , 

9 (0 = ^ — î log* G. 

Pour avoir d’autres valeurs de la fonction <p , j’observe qu’on a 
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d * (x) — Jx(i +y + T + etc.) = ^, Io g(f^), 

d'où 

*W-/= '<*(£> 

Mettons * à la place de .r, nous aurons semblablement 



•Gt* 



-x) 



J 1 A 



log x. 



3 4 t 



Ajoutant ees deux équations et effectuant l’intégration indiquée 
on aura 



<P (*) + <P (t^pD = <P ( I ) + ï log X log 



On a ajouté la constante p(i), afin que les deux membres soient 
égaux lorsque *=o. Quant à la valeur de ?>(.), elle se déduit 
de l'équation (x) = 4 (x) ~ 5 4 (x»), qui donne p (1) = i 4 /, ) 
= ÿ ; de sorte qu on aura 



*C*} + ?(f+f) = Y+viogxlog 

Donnons maintenant à x une valeur particulière telle que '~ x = t 
•1 , l’f-’C 9 

il en résultera x = j/a — 1 = y } et d'après celte valeur , on aura 




On connaît donc quatre valeurs diverses de p(x), comme on en 
connaît quatre de 4 (x) ; car la valeur connue p ( 6 ) en fait con- 
naître une autre p (™£), ou *(aÉ— 1) = *(/5 — a). Ainsi les 
valeurs de x pour lesquelles p (x) est connu, sont x= 1 , x= g 

= — t + ï 1/5, jr = a g—, — j/5— a, x = y = y/ a — 1 . 



(37). Pour pousser encore plus loin ces recherches, considérons 
la fonction 



+ etc. , 

qm en général est nne transcendante fort composée, puisque c’est 1 
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problème assez difficile de déterminer par une suite convergente, 
la valeur de A (i). On aura d'abord par la différentiation 

d\(x) =<£r (i + £ -4- £ -f- etc.) = ~ 4 (*); 
ce qui donne A (x) = J'~ 4 00 » ou 

A (x) = log x-4 (x) + f log x log (i — x ). 

Faisant comme ci-dcssus log x = p , log (i — x ) — q , on aura 
A (x) = log x . 4 (x) +fpqdp , 
d'où l'on déduit, en mettant i — xà la place de x, 

A(i — x) = log (« — x) 4 (i— x) +fpqdq. 

Ou aurait semblablement A ( — x) z=J' t ^ 4 (— x) ou 

A (—x) = log x.4(— x) +/ÿlogxlog(, + x). 

Mettons dans celle équation — ù la place de x , il viendra 

A (— = log . 4(— 7 ^.) + /? \P — ( i) C dp — dq). 

Ajoutant ces trois équations , et effectuant les intégrations indiquées, 
on aura la formule générale 

A(x) 4 -A(l— f A (|) + logx .4 (x) 4 - log (1— . r) 4 (1— x) 

+ ■' (-“)j = 1+ lo 6 (-7=1) + ‘“S* 106 * (•-x)-ilog'C— x). 

Soit x=A,le premiermembre deviendra aA(ï)+A( — i); etcomme 
on a eu général A(x)+A( — x) = îA(x*),ce qui donne A (-— 0 
= — ;A(i), on trouvera 

aA (i)- 1 A (.) = A(.)+ a log i .4 (i) + î log’d). 

Substituant la valeur connue de 4 (;)> >1 viendra 

ï A CO - A G)+S log ( 7 ) - i( log 0’ J 

d'où 
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d’où l’on voit que A (■£) peut se déterminer par le moyen de A (i) ; 
et réciproquement A(i) peut se déterminer par le moyen de A(ÿ), 
ce qui est uue première mauière d’exprimer la transcendante A (1) 
par une suite convergente. 

Eu second lieu, si on fait x= 1 — 6 = 6’, 6 ayant la même 
valeur que ci-dessus, la formule générale donnera 

A(£) 4 *A( 6 *)-f-A( — £) = log6 ( — £)] 

+ A(i) + f log’ff. 

Mais on a 4 (^)-f “4 (■*—£) — t 4 (£*) A (6 ) — f- A ( — -- A(— — £*) j 

donc 

i A (C*) = |log 64 (<?*)+ A(i) + |log 5 f; 
or on a trouvé 4 (6‘) — 75 — log* 6 ; donc enfin 

A ( 1 ) = | A (C‘) — log € -+- 1 log J 6 . 



Ainsi la quantité A(i)qui représente la suite 1 -f-^-f-A-f-l-t-elc., 
peut se déterminer par le moyen de A ( 6 ‘) , c'est-à-dire par la suite 
convergente 6 * -f- p -f- ^ -f- ~4-etc. , dans laquelle 6‘=i( 3 — t/ 5 ), 

quantité plus petite que 0,4. Ces formules ont été données sans dé- 
monstration dans l’ouvrage cité de Landen , pag. 118; et jusqu’à 
présent on n’est pas allé plus loin dans la théorie de ces sortes de 
transcendantes. 



Considération des formules intégrales 



f: 



~'dx log* i 



f: 



“'dx log — 



I/O — X-)- 



, etc. Théorème très remarquable sur 



l/( 1 — **)•-« 

la première de ces formules. 



f 



(28). Si on désigne par Z la fonction ^ ^ ou l’intégrale 






-, prise depuis x = o jusqu’à x— 1 , les différentielles 
V (i — x*)— * 

successives de Z, prises en faisant varier p seule, donneront les 

3a 
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a:>o 

nouvelles formules 



dl 

dp 






dx log i 



v J 



dx log* - 



fTZ, 

d/J ; 






l/(«— **)~t 
<ix log 1 - 



V/(i — x*)“-« 



etc.. 



ces intégrales étant encore prises depuis jr = o jusqu'à x = i . 
Comme on a généralement par la formule (i'), 

z _ ■ . H — g i n — 7 -an — g i n — q.an — q.3n — q » . ctc 

p ' n *n+p «.an ‘ an-t-p n an. 3a '3fl-f-p 

on en déduit par des diflërcu tialions successives , 



f 



'dx log i 



1 , n ~1 






-, ^ 



1 — 1 — , n—i.in-q > . #t# , 

n (n-f-p)‘ n. an (a/i-f-p)* 



l /** xr-’drlog* - f 

5 / 1 | n ~ <? _J , n ? ■ an g i I 

J n ■ <"+>’) "• aa '( a «+rt J 

i /"•-er-r 

l/.v 



dx log 1 i 



J/(i — i*)*- « 



x i n — g 

P 



n—q.îti—q 



n ' («+/>}* 



n . an (an-f -p) 



etc. 



Mais ces suites ont l'inconvénient de n’ètre pas suffisamment con- 
vergentes. 



(39). Pour avoir ces mêmes valeurs exprimées en suites plus 
convergentes, il faudrait partir de la formule (h'), et la différentiel - 
par rapport à p , autant de fois qu'il est nécessaire. 

En la différeutiant une fois , on aura 
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a5 1 



f 



~'dx log - 






*|og af~i , n—q i 

n Lp ' an * n+p 



n—q . an—q 



LP 2 ' C n+p)' 



1 n—q. an — q 



un.^n * nn+p 
1 



-] 
-] 

( — . — u —p-ir-p (-L- + -L-) ) 

, 1 an n-H; an . 4” (an-H?) \n — p an — p/ / 

a' t n-p.an-p.Zn—p f , , _2_ ^ _J_\> 

— p/ 



an.4« ’ (an-f-p) 1 



an.4n.6n. ( 3 n- 4 -<if) \n — p ~ an — p ' 5 n — p, 
l-|- etc. 






Ces suites sont convergentes , puisque chaque terme est moindre 
que la moitié du terme précédent ; mais leur forme est compliquée , 
et elle le deviendrait davantage dans la différentielle du second 
ordre ou d'un ordre plus élevé. C’est pourquoi il convient d’avoir 
recours à d’autres moyens si l'on veut évaluer facilement les inté- 
grales dont il s'agit. 

/ \ f > 3?~'dx logi 

(3o). Désignons par ? ( “ ) l'intégrale J -, et par 4 Çjp 

le rapport de cette intégrale à la fonction ( ^ déjà représentée 
par Z , ensorte qu’on ait 

suivant ce qui a été dit (art. a8), on aura 

*«)— f 

| / p \ àZ i d (logZ) 

' \ q ) dp ‘ Z dp 

Mais puisqu’on a aussi Z = Ç ? ^ , il en en résulte 

*—♦(!). 

où il faut observer que ip ^ j t ) n’est pas la même chose que ? ( ~ 
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J.a différentielle complète de Z ou de^) pourra donc être 
exprimée ainsi : 

(5i). Cela posé, si on prend l'équation générale 
qui peut être mise sous la forme 

K © + '«8 C-T 3 ) = '«6 © + H ('f')’ : 

et qu’on la différeutie par rapport à p , on aura 

>0 . O , »ffo 

(0 m © c-fr 

ou suivant les dénominations établies , 

4©+4(<*)=4© + 4(«f’) » 

La même équation étant différenliéc par rapport à q , donne 

■4 © + ^ fr 2 ) = 4 ©p) ta')- 

La différentielle par rapport à r donnerait un résultat de la même 
forme que le précédent, et qui y serait par conséquent compris. 
On peut de plus faire voir que l’équation à quatre tenues (p'), est 
comprise dans l’équation (q') ; car de celle-ci on déduit , par la per- 
mutation des lettres p et q , 

+© + + (rr)= + ©p)> 

et de celte dernière on conclut , par l’échange des lettres q et r, 

+©++(*£)-+(&)- 
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donc 

4©+4( { ± s )=4(')++(tt-0- 

ce qui est lequation (p'). 

(3a). De là ou voit qu’il suffit de considérer l’équation à trois 
termes (q') , et c’est de cette source que nous allons tirer toutes 

les relations qui existent entre les diverses quantités 4 , qui 

répondent à une même valeur de n. 

Parmi les quantités 0,1 distingue celles de la forme 

dout la valeur est ^ jj ^ i ; il en résulte p ^ ^ ^ = A s e t par 
conséquent 

+ (!!)”■ 00 » 

première formule qui servira à la réduction des autres. 

Parmi les mêmes quantités , on trouve en second lieu la formule 
remarquable 




d’où l’on déduit , en prenant la différentielle de chaque membre 
par rapport a a, 

Cette équation étant divisée par donne 

+ = «»■ 

La fonction 4 es * remarquable dans l’ordre des fonctions 

4 , comme la quantité (j~~^ l’est parmi celles de son espèce. Nous 

nous servirons donc de cette fonction pour exprimer toutes les autres, 
et nous ferons , pour abréger , 
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Cela pose' , l'équation qu’on vient de trouver s’exprimera ainsi : 

B. — B._ 4 = u cot au. (t') 

Elle fait voir que la valeur de B. se conclut de colle de B„_« , et ré- 
ciproquement ; d’où il suit que dans les quantités B, , B., B 3 , elc. , 
il suffit de connaître les premières jusqu'à celle dont le rang est 

- ou — ~ - inclusivement, 
a a 



(53). De l’équation (q') , on déduit généralement 

+ (ï)-4(!)=4 (ré;). 

donc en particulier , 

4(0-4(i)=4fcy=B„ 

et par conséquent 

4 G) = t- b -- 



c«o 



(O- 



Puisqu'on a • ( ^ ) » cette équation étant diflërenliée 

logarilliniiqueroent par rapport à p , donne 



+G*:)=+( 5 )-î' 



P+ <J ’ 






et la même équation étant diflërentice par rapport à q , donnera 

4fck)-'K;)+?T? « 

Ces deux équations serviront au besoin à transformer toute fonction 
•4 ^ ~ b ^ en une fonction semblable, dans laquelle a et b seraient plus 
petits que n : ou en déduit , par exemple , 

4(i*)=4(") + ^ 

Mais on a B,= i ~4© B.^ = ~ -4 

B.„ = B.-i, (O 
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formule qui servira à trouver la valeur de B 4 , si a est plus grand 
que n. D'ailleurs il est aisé de voir qu'on a B. = o et B„ = oo. 

Revenons à l'équation (q') et faisons p -f- q -+■ r — n , afin qu’on 
ait à la fois = B, et 4 = B. + , = B._,, on aura 




c’est la valeur de toute fonction ^ ^ | > dans laquelle on a 
a -f- b < j». 

Si dans la même équation (q') on fait p — n — q, on aura 

4 Q-^ + r ) = 4 + 4 (?) 

Mais par l’équation (v') onaj — B,; donc 

+ = + (V) 

c’est la valeur de toute fonction ■>}/ ^ ^ ^ , dans laquelle on a 
a -f- b > n. 



(34). O" pourra donc déterminer généralement la valeur de toute 
fonction ■L ^ si on détermine celle de l'auxiliaire B,, ou celle 

de la fonction 4 ( ^ > puisqu’on aB,=:J-^j j, 



/ y x'~'dx log - 

Oronaf-j = i,etç>f-J =1 - — ; donc tout sc ré- 

duit à trouver l’intégrale 



■K:)—/? 



dx log - 



V/(i — 



prise à l’ordinaire depuis je = o jusqu'à x = 1 . 

Pour cela, soit x" = 1 — r', l'intégrale précédente aura pour 
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transformée 

° n f-r~'è '«g (*— r)—— Ç*°g 

=? — Ç lo S —ff=y- 

D’un autre côté, _y‘ log ( i — _y*) peut ctre mis sous la forme 
O - — i)log(i — /*)— aura donc 

4 (= )=ï + ^ >°s <-r) -fÇ=^F) 

La partie hors du signe s’évanouit en faisant/= o , et elle se réduit 
à - en faisant / = i ; donc 



4 (l)='-/6=Ef-)'<r i 



donc en général , 






CO 



cette intégrale étant prise depuis ^ = o jusqu’à = i. 



(35). Cela posé , en faisant toujours a» = - , on trouve par les 
formules connues pour l'intégration des fractions rationnelles : 

B„ = -logra+ ^ ai sin ja» — cos aoa» log ( 2 sin u ) 

-f- — u sin 4 “m — jj cos 4<i« log ( 2 sin 2 a) 

+ ILzf u sin 6a» “ cos 6a» log ( 2 sin 3») 

-f- etc. 

Cette suite devra être prolongée jusqu’au terme 

. ^ » sin (n— i) «» — cos (n — i ) aa> log ^2 sin , 

si n est impair; mais si n est pair , il faudra prendre seulement la 
moitié du dernier terme, laquelle sera — - cos air log 2 . 

Si 
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Si l'on se rappelle ensuite les formules 

sinx-(- sin aar 4- sin Sx. . sin mx = *' n r ~*"*' n rnt Qx , 

a ( i — cos x ) * 

sin ar-f*2 sin ax-f-3 sin 3x. . .4-;nsin/nr= Q» 4-0 »in mx- m ri n (m+i)« 

a(i— cos.r) * 

on trouvera que la suite 

fl“9 * . n — et . . . . _ 

et sin a aet 4 et sin / t aet 4 — — et sin 6 aet 4- etc. , 



prolonge’e jusqu'à un nombre de termes ^—1 ou , a pour somme 
7 et cot ait. Donc si n est impair, on aura 

B,= -log» 4“ ï <* cot aet — cos 3ao> log ( a sin et J 

— - cos ^aet log (a sin aa*) 

— î cos 6 aet log (a sin 3 et) 

— “ cos (n — 1) aa* log (a sin a») 

et si n est pair, on aura 

B,=^logn 4 -ï»cot«» — i cos air log a 

— * cos a net log ( a sin et) 

— H cos 4 aet log (asinaa*) 

— ? cos(n — a) ait log (asin^^o»^ 

( 36 ). Dans le cas particulier où l’on 30 = 7/1, n étant pair, on 
trouve directement par la formule (c*), 

B -=/^=>s<'+r)= 4 io g >. 

Tour que cette valeur s’accorde avec celle que donne dans le même 

33 




S 
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cas la formule (d*) , il faut qu'on ait 

log (a sin e») — log (asio aa») + log(asin 3»). . . » 

=b log Qa sin Q — 1^ ûTJ = (i -f- 3 cos air) log a — 3 log R y 

ou , ce qui revient au même, en passant aux nombres, et supposant 
soit n — 4* , soit r = 4* + a > 

jin « sin 3» sin î* sin (ai— 1)» //a\ 

uim sin 4» sin G». . . .sin ( ai») ' \ \n/‘ 

Cette formule est facile à vérifier au moyen de la valeur de sîn nz 
donnée par Euler dans son Inlrod. in anal. , pag. ao4; car en faisant 
successivement dans cette valeur, 2 infiniment petit , et — * 

on en tire 

sin et sin au» sin 3». . . . sin ~ u= a“ |/ n , 
sin tt sin 3a» sin 5a». . . .sin (ai — 1 ) a = a ’ ; 



— , selon que n est de la forme 4 » ou 4*"t~ 3 > er 
de là résulte l'équation précédente. 



ai étant - ou 
a 



q — n’ l 



(O 



(37). Ayant l’expression générale de B,, on en déduit celle de 
4(^), au moyen de l’une ou l’autre des formules 

4(?) = B,-B^ 

■'K?) =s b s— -+ p+q 

la première ayant lieu lorsque p -f- q est < n , et la seconde lorsque 
p -f- q est > n. En cas d'égalité , on a simplement 4 = B,. 

Ces valeurs qui sont déduites des formules (a*) etf(b*} peuvent 
aussi être mises sous une seule forme générale, qui est 

4 a)-/eq=F)*. (o 

ee qui prouve immédiatement que la fonction 4 est toujours 
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déterminable par les arcs de cercle et les logarithmes. On par- 
vient ainsi à ce théorème très -remarquable par son élégance et sa 
généralité. 



Si l'on prend les trois intégrales 

l 



f: 



~'dx log - 



•/; 



xfi~'dx 



Xf-'—xTH-' 



V/(i — x*)— * —x"Y~ 1 






dx , 



entre les limites 1 = 0 , x = i, la première sera égale au produit 
des deux autres. 



( 38 ). On trouve dans le tome IV du Calcul intégral d’Euler , 
pag. 166, une démonstration du même théorème qui , à cause de 
sa grande simplicité, aurait dû être substituée à la précédente, s’il 
n'y avait pas quelque avantage à considérer un même objet sous 
différons points de vue. Voici cette démonstration ('). 

Par la formule de l'art- 4 > on a 

z _ P +<1 P+<?+n p+q+ an ^ 

P ' J>+« ' P+a» 

Différentiant logarithmiquement les deux membres par rapport 
à p , il viendra 

âZ — ( J P . fy) , ( dp d P\ . ( d P dpS + txc. 

Z \P+<7 P ' Vp-H + n P-I"/ V-N+ an P+W 

Soit 4 > ou 4 > (v) une fonction de v , telle qu’on ait 

$ — — ■ — — — -4— — — - ♦- ctC. 

p p+q p+n p+q+n p+un p+q+*n 

La fonction ® (v) devenant 4 » (1) lorsque e = 1 , on aura 

f = -dp*(i). 



(•) Euler n'avait donné d’abord qu'un cas particulier de ce théorème , qu'on 
trouve dans le tome I de ses Opusc. anal . , pag. 1 83 ; il est ensuite parvenu au 
théorème général , dont il a donné une démonstration que nons rapportons ici ; 
mai» cette circonstance m’avait échappé lorsque j'ai publié mon Mémoire sur 
Us intégrales definies , où je n'ai cité que le cas particulier des Opusc. anal. 
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Ma!s ^ == “" ,p ( 5 )» donc Z? (9) ou 4 (^) = <t ( 0 - Ainsi P our 

avoir la valeur de la fonction 
de # (i). 

Or en différentiant par rapport à v la râleur de $ , on a 



+CîV* ne s’agit que de trouver celle 



d* = dA -f 4-etc.l 

I y/+*— 1 t,**?-*-*— *_ etc. J 

ou en sommant ces suites , 

*-*0nS5=)> 



donc 



* O 



» 



Cette inte'grale devra être prise de manière qu’elle s’e'vanouisse 
lorsque *>=o , on fera ensuite f = i , et on aura la valeur cherchée 
de $(<). Donc comme on peut mettre x à la place de v, on aura en 
général 

4<Î)-/F£S=)*- 

l’intégrale du second membre étant prise entre les limites x = o , 
x= 1. De là résulte le théorème de l’article précédent. 



(39). Pour étendre encore davantage cette théorie , considérons 
les deux suites d’intégrales en Z et en T, prises depuis x s= o 
jusqu'à x = 1 , savoir : 



* y/ 



V 



Z* 



t/C*- 

-ff 



dx log- 



t/c *-**)-• 

dxlog*- 



etc. 






=/^ 









etc. 
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Il résulté d’abord du théorème précédent qu’on a 

Z'=ZT. 

Différentiant cette équation par rapport h p , et observant qu’on a 
f f=-Z',Ç=-T', on aura Z'=Z'T+ ZT', ou 

Z'= Z(T*-|-T'). 

Celle-ci étant différentiée de nouveau par rapport à p , donne 
Z'=Z(T*+5TT' + T') > 

et ainsi de suite , la loi de ces expressions étant analogue à celle des 
différentielles successives de la formule ue^ uJp . 

Si l’on veut donc avoir les valeurs des quantités Z', Z*, Z", etc . , 
ou simplement leur rapport à la fonction primitive Z, il faudra con- 
naître les quantités T, T', T*, etc. en pareil nombre. Mais comme 
celles-ci sont rationnelles , et contiennent des puissances moins éle- 
vées de log i , on voit qu’au moins la difficulté est diminuée. 



(4o). Si l’on intègre la différentielle x“’t*~'dx } depuis x = o jus- 
qu’à x = i , on aura 



= = 1 _ i + * - — + etc. 

m-j-m. m m m 3 m* 

Si on met la même différentielle sous la forme x“~‘</x.x*, ou 
x—dx (i a log x+ ^ log*x 4- log 3 x 4- etc.) , 

son intégrale prise entre les mêmes limites , sera 

fx m ~'dx-\- a/bc m -'dx logx-|- log* x4*etc. 

L’identité de ces deux formules exige donc qu’on ait 
fx-^'dx = L 



fX—'dx log © = ~ 
fx~-'dx log* © = 
fiCZ'dx log»© = iÿ. 
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et en général 
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fx^-'dx log" (i) — 



(g)- 



(4i). A l’aide de cette formule on peut exprimer les quantités 
T', T', etc., par des séries régulières, composées des puissances 
réciproques des nombres pris à des intervalles égaux dans la suite 
des nombres naturels. 

Ainsi en développant d’abord la différentielle qu’il faut intégrer 
pour avoir T', on a 

T=rdxloe - ( 3 '“‘ + e M 

et effectuant l’intégration entre les limites x=.o, x = i , il vient 



T' = — ri - b 

P* ^ (P + n)‘ ^ 



(p-t- 



-f- etc. 



(P + <7)‘ Cp+Ç + n}’ ( P + <7 + *'* )' 

Désignons en général par (a, n)", la somme de la suite 



ï*+- etc. 



rs + 



5 4 - 



• etc.. 



.(•»*) 



(a-j-n) m T (û-|-2/i)" (a-fîn)* 

laquelle deviendra (i , n)", (a , n)", (3, n)“, etc. , selon qu’on fera 
<2 = i, a, 3, elc.,n étant constant : on aura suivant cette notation, 

T' == (p, n)*. — ( p+ 9 ,n)* 
iT'= (p,ny — (p+<r,ny 

^T-= ( p,*Y-( P + 9,«y 

etc. 



(i*) 



(4a). Il faut observer que n et m restant les mêmes, on n’aura 
besoin de considérer les valeurs de que depuis a = i jusqu’à 

a = n ; car il est visible , par exemple, que (n -f- t , n)“ se réduit à 
(i,n)" — i , et qu’en géuéral on a 

(a-l-n, n)-=(a,n)-— OO 

Par suite de cette formule , on aurait de même 

(n + an, «)"==(«, «)" — — (u ^! n -y; » 
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el en général on réduira toute quantité (a, n) m , où a est plus grand 
quc/j, à une quantité semblable où a n'excédera pas n. 

On voit encore que (n, n)“ représentant la suite 

-- +• t -f- 7 =^ -{-etc., 
n m (a/i)* (3r»)“ 1 J 

cette quantité est la même chose que 

£.(»+£+£+etc.). 

Si donc on désigne par S* la somme des puissances de degré — m , 
des nombres naturels, cnsorte qu’on ait 

S “— I + + ^ + (1 # ) 

on aura (/»,«)“=— S_. Enfin il est visible qu'on aura aussi l'équation 

$m — (G*)" + ( 3 J n ) m - ■ ••*+* (n,/i/*, (m*) 

laquelle , en substituant la valeur de (n, n}”, devient 

( • - ~)S m = ( I , ny + (a , + (5 , 7»)- -+- + ( * — i , 

(43). Considérons particulièrement le cas de n=a ,p— i , y — j , 
alors on aura 

T'= (,,a)‘ . 

T'= (*>a)’ - 

T'= (,, a )4 . 

. etc. 

On sait que les quantités S., S 4 , S s , etc. sont connues en fonctions 
deir, et qu’on aS,= ) •*>, S« = £ *♦, etc. A l’égard 

des quantités Sj,Sj,etc. , ce sont des transcendantes particulières 
qui ne se rattachent point aux autres transcendantes connues; il est 
facile néanmoins d en trouver les valeurs avec une grande approxi- 



( 3>2 )- = (, - i) s. = I S. 
(a, 3 ) s == (i — £) Sj == ? S, 
(a,a)4 = (, _f)s 4=s Zs, 
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mation, par les belles méthodes qu’EuIer a données pour cet objet 
( Cale, diff., pag. 45t et suiv.). 

Au moyen de ces diverses quantités , on connaîtra donc les inté- 
grales suivantes , déduites des équations de l‘art. 5<j. 



ffr 



fvC~ xx ) 

dx log - 



A 

A 

A 



= l lo s 



— et) ' 

* 

|/(i — ox) â \ °® 3 ta/ 

dx log* — » et 

ÇU=ZT) = ï ( lo 8 J 3 + 3 log 4 - 1 S.) ; 



et on pourra prolonger indéfiniment cette suite où tout est connu , 
excepté S ,, S$, etc. dont on connaît au moins les valeurs très- 
approchées, jusqu’à S lS ( Cale, diff., pag. 456.). 



De la réduction des transcendantes désignées par (a , n)". 



(44)- Occupons-nous maintenant de réduire au plus petit nombre 
possible les quantités (i,n)“, ( 2 ,n)“, (3, n)“, etc. qui répondent à 
uoe même valeur de n. Pour cet effet , reprenons l’équation (t') , et 
substituons-y la valeur de B donnée par la formule (c') , nous aurons 

f a cot ("') 

D’où l’on tire , en différentiant successivement par rapport à a , 




Mettant au lieu des premiers membres les valeurs qu’ils ob- 
tiennent 
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tiennent par le développement en série et l’application de la for* 
mule (g*) , on aura 



(a,n)*-t-(n — a,n)* 
( a , n Y + (n — a,n) J 
(a,nY+(n — a,n)* 



sin* a a» 

.,3 






ain 1 o» 



COS rt» 



G+l 



etc. 



cos* am 



1 



m 



Ces formules serviront à établir entre les diverses quanti tés(a , «)“, qui 
répondent à une même valeur de n, toutes les relations qu’on peut 
obtenir par d’autres voies , et qui sont données sous diverses formes 
dans les ouvrages d’Euler. C'est ce que nous allons développer dans 
deux exemples. 



(45). Soit n = 6 et m = 3 , on aura l'équation générale 

(a,/,)*-t-(6 — a,6)* = -^ = -, 
d'où l’on déduit successivement 

(t,6)* + (5,6)*=-4L ( 

(7, 6 )* + ( 4 , 6 )* = ■ 



*in* s te* j 



ce qui donne en substituant la valeur m = g , 



(., 6 )* + (5,6)* 
(*, 6 )* + (4,6)*=£ 



(5,6)* = 



7a 



(O 



La somme de ces équations est 

(— 

d’où l'on déduit S, = | ir‘, ce qui est un résultat connu , mais la 

34 
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démonstration qu’on en donne ici, n’en est pas moins remarquable. 
Outre cette valeur de S, , on coimatt ( 3 , 6 )*= ^ ir*, et (6,6)*= ^ S 
= rr*; mais les quatre autres quantités (i,6)*, (a,6)*,(4,6)*, (5,6)* 
ne peuvent être déterminées par les équations précédentes. 
Observons cependant que puisqu’ou a 

( a >6)‘ = ? + & + Tÿ- + + etc., 

il en résulte 

( a ,6)* = J (' +ï + ~. + ^ 4 -etc.) = J (ifiy+'f ( 4 , 6 )*; 

donc les quatre quantités dont il s’agit , peuvent être déterminées 
au moyen de l’une d'entre elles ; par exemple, au moyeu de (1,6)*, de 
la manière suivante 

0,6)* = Ç 

( a ,6)* = 7^** + iÇ 

(4.6) * = 755 «* — je 

( 5 . 6 ) * = i^*-{ 

(46). Quant à la valeur absolue de £ , elle n’est déterminable 
exactement par aucune formule connue ; mais on peut en trouver 
une valeur aussi approchée qu’on voudra par la méthode qu’Euler 
a donnée ( Cale. diff. , pag. 4 5 i ). 

Pour cela ayant fait 

1 , » , • , , 1' 

— 0* ^ (a + n)* ^ ÔTÏ^Ô r1 ''* * ’* t " (o+îut)* » 

on trouve en général 

j __ £ y 1 | y » A'n BV 

n ' a nx "* 3 ’ (n-J-nx)‘ (a -f- nx ) 1 ' (a -f- nx) k 

CV DV 

( a -+• rue ) 7 ‘ ( a -f* nx)* ® ** # 

A', B', C', D', etc. étant la suite des nombres Bemoulliens. 

Il résulte de cette formule que la somme de la suite prolongée 
à l’infini étant désignée par (a, n)*, on a (a, »)* = C ; donc récipro- 
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quemcnt on a 

( \i i i i ^ î A ft 

\ a t' 1 ) S ‘~n'a-f-nx a ’ (a + njc)* ' (u + iur ) 1 

C'n» 



B V 



(a -f- iLif T (a + ni ) 1 



— etc. 



267 



CO 



On sait que la suite A', B', C', D' est divergente à compter du troi- 
sième terme , et le devient plus que toute progression géométrique 
donnée; d'où il suit que la suite contenue dans la formu'e (t*) , 
deviendra nécessairement divergente apres un certain nombre de 
termes. Mais ce qui est fort remarquable , c'est que cette formule 
n’en est pas moins propre à donner la valeur de (a,n)* avec tout le 
degré d’approximation qu’on peut desirer. 

Pour cela il faut donner à x une valeur arbitraire d’autant plus 
grande qu’on voudra obtenir une plus grande approximation ( la 
valeur x= io suffit pour donner 18 ou ao décimales exactes). Au 
moyen de cette valeur, on commencera par prendre la somme 
effective de la suite 

„ i, i , < i 

* o* ' (a -f- n)* (a -J- an)* ' (a + x;«)* ’ 

substituant ensuite celte valeur de s ainsi que celle de x dans l’équa- 
tion (l*) , on aura pour la valeur de (o, n)* une suite d’abord très- 
convergente , mais dont la convergence diminuera de plus en pins , 
jusqu’à un certain terme où elle deviendra divergente, et cette 
divergence augmenterait de plus en plus à l’infini. 

Par le calcul des ternies successifs, on obtiendra des résultats 
alternativement plus grands et plus petits que la valeur cherchée, 
et on devra s’arrêter aux termes où cesse la convergence. 

Ces termes indiqueront deux limites fort rapprochées, entre les- 
quelles se trouve nécessairement la valeur de a,. 

Si ces deux limites ne donnaient pas encore une approximation 
suffisante, il ne resterait d’autre parti à prendre que de recommen- 
cer un nouveau calcul en donnant à x une valeur plus grande. 
Mais pour l’ordinaire , une valeur médiocrement grande de x don- 
nera une très-grande approximation. 

Nous donnerons ci-après un exemple du calcul de ces sortes de 
suites qu’on peut appeler suites demi-convergentes. 
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(47). Soit maintenant m = 3 et n=6, nous aurons l'équation 
générale 

(a ,6)’-(6- a ,G)’ = ^, 

d'où l’on déduit les deux suivantes : 

0,6)’ - (5,6)’ = ^ 



4»V3 



(»') 



(3,6)3 _ (4,6)3 

D'ailleurs on a (6, 6)’ = ^ S 3 , et 

(,,6)3 + (3,6)3 + (5,6)» + (4,6)3 + (5,6)3 _ il| S) . 

Ces équations sont insuffisantes pour déterminer toutes les incon- 
nues ; mais les diviseurs de 6 qui sont 3 et 5, en fournissent de 
nouvelles. 

On a en effet 

(3,6)3 = « (, +J-,+^+ T y-4-etc.)=i-[(,,6)3+(4,6)«] 

(3,6)3 =±( t ^+srh-p-+ etc.)= ~ (( i ,6) J +(5,6)’+(5,6) *}; 

de là on voit que les ciuq quantités («,6) 3 , (a, 6)’, (5,6)', (4,6)’, (5,6)* 
se détermineront en supposant connue l’une d’entre elles. Ainsi 
eu faisant (i,6)*= £, on aura 

(•,«)• = f 

wr -|(e- gù 

(5^)3 = ^(Ç- 3.3/5) 

(4.6) 3 «2-(ç_gj) 

(5.6) ’ = £ — 4«* y/5. 

La somme de ces quantités doit être égale à iff S„ ainsi on aura 
ÏT6 S * = -Ï7 ^ - iT " 1^3 , 



OU 



si6 



s - = ïr«-f-' V5- 



9‘ 
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Réciproquement on peut exprimer toutes les quantités (1,6)% 
(2 fiy, etc., au moyen de S, et de « = * , et on trouve 



O» 6 )’ = ^ S, + 2»’ y /5 

(2.6) ’ = ^ S, 4- §»’ y /5 

( 3 . 6 ) ’ = ^ S, 

(W = îJ s ’“|- s v' 5 ' 

( 5 . 6 ) ’ = & S, - aa.’ y /5 

(6.6) ’ = “5 S, 



(v*) 



( 48 ). On déduirait aisément des équations (q*) les autres pro- 
priétés connues des quantités (fl,/,)", c’est-à-dire des suites qui ré- 
sultent de la décomposition de la suite générale 



S.= 1 + ^ + etc. , 

en prenant les termes de trois en trois, de quatre en quatre, ou en 
général de n en n. On trouverait, par exemple, que la suite 



I 




est sommable lorsque m est impair, et qu'elle ne l’est pas lorsque 
m est pair. 

On trouverait au contraire que la suite 



• + £ + £ + £+ etc. 



est sommable lorsque m est pair , et qu’elle ne l’est pas lorsque m 
est impair. Le mot sommable est ici entendu non dans un sens 
absolu , mais relativement aux méthodes connues jusqu’à présent. 

Ces choses n’ayant point de difficulté, et ayant d’ailleurs été 
démontrées par d'autres voies , nous ne nous y arrêterons pas da- 
vantage. Nous ferons voir seulement comment on peut trouver 
par des suites qui soient convergentes dans toute leur étendue \ 
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les valeurs des quantité# Ç et S, qui sont reste'e# inconnue# dans 
les art. 45 et 47 > recherche plus difficile qu’elle ne parait au pre- 
mier coup d’œil , parce qu’en suivant les méthodes qui se pré- 
sentent naturellement, on retombe sur la même difficulté qu’on 
voulait résoudre. 



( 49 ). Pour obtenir d’abord la valeur de S, , j’observe qu’on peut 
supposer 

0> 6 )’ = IfrÊp l °gy ] 

C 2 » 6 ) 3 = 

= 'ogy 

(4.6) ’ = logy 

(6.6) J = '-f log'j- 

car les seconds membres étant intégrés depuis y r= o jusqu’à 

y= >, au moyen de la formule (g*), ces équatious deviennent 
identiques. 

Or d’après les équations (u) on a 

(‘.6)’ — (5,6)’ log-j == 

MF - (W = «• logv _ 

Ces deux équations ajoutées ensemble, puis soustraites l’une de 
l’autre, donnent les deux suivantes 




ï f "y 

a J 1 — 



«fyloR*y 



■y+y 



4“V3 + 3^ = fiii3, 



i r d yHy _ 4- 1 _3a« 3 i^ 

a J >+y+y' 4 1/5 3 j /3 3 » 

de sorte qu’on a entre ces intégrales le rapport très-simple 

C d y ln £r _ 5 r d yHy_ . 

J * —y +y’ 4 J * +y+y* ' 
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mais celte formule est susceptible d'élre généralisée ainsi : 



En effet, soit 



Ç dy lo6*y _ -4- I rifylofTy 

J l — y+y' a- J l +y+y‘ 



3 7 1 



( y ') 



on aura 



«Q=/Æ£%. 

I 

mettant dans cette dernière 7 * au lieu de jr , il viendra 
ifP-Q) = (i)“7 ; ^ i = (i) Q, 

et par conséquent P = Q- 

Par la combinaison des équations (x‘) , et la substitution des 
valeurs données par les équations (v*) , on obtient 

(„€)■ +( 4 , 6 )> = 1/4^ = ^ S, + ^ + «V5, 

PÆ' + (W = !/iîÿ = ^S, 

Soustrayant la seconde de la première, on aura 

*+y-t-y* 3 1+ S P ’ 

d'ailleurs on a déjà trouvé 

I f.ÉL^ L~^.V3. 

» J » +y+y‘ 9 “ * ’ 

donc en éliminant a*’, on aura 

! s, = f 1 l±AL&1°i 2 /..v 

9 J t -f-y+y l* •> 

C'est de cette formule que nous allons tirer la valeur de S,. 

(5o). Je remarque d'abord qu'on peut faire 

__ fJz_ j . _ 1 r (i y) dy log*y 
J >+y+y* Ji+y a J (i+y)(i+y+y*)' 
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a7* 

La première partie 



— a (* — — 5i-+- eUî -) = 



donc on aura 

il S, — n ('—>)<» I°g‘r . 

*® J O +y)(‘ +j+y) ■ 

«oit y — ' ■ et la transformée sera 

Tl Sl */î$T. lo 8>> 



formule qui doit toujours être intégrée depuis z = o jusqu'à - — ■ 
On voit maintenant que comme z‘ est toujours plus petit que i , 
on pourra réduire en une série convergente, de sorte que 

l’intégrale ne dépendra plus que de termes de la forme 

fz^'dz log’y. Mais pour rendre la série encore plus convergente, 
je fais s* = i — u‘, et j’ai 




tM*. 



intégrale qui doit être encore prise depuis u=o jusqu’à «=r. 
Cette intégrale étant prise par parties, devient 

— î lo S (* — I*) • '«g'/ +f j >og7 • log (i — 1') ; 

la première partie s’évanouit aux deux limites de l’intégrale ; ainsi 
ou a simplement 



iï^^fy'oes'ogO — J). 

Développant log (t — ’0, et substituant la valeur y = — ^r> 



on 



aura 



Soit 
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373 



; / ^ l0 «i = p '> 

Ifu'dz log j,= P', 

i/^IogI = F, 

etc. 



ces intégrales étant prises depuis i = o, jusqu’à z = i, et on 
aura 



iiS 3 = P + I.t' + i.^ + i.J + etc. 



(5i). Pour avoir maintenant les quantités P*, P', P*, etc. j’ob- 
serve qu’on a eu général 



f i' m dz log i log — J' * tm dz -f- f ^ .J'u"'dz. 

Dans cette formule nous supposerons que l’intégrale fu tm dz est 
prise de manière qu'elle s’évanouisse lorsque z=t ou u = o , 

alors la partie log -fa' m dz s'évanouit aux deux limites de l'inté- 
grale, et on a simplement 




où l’on voit que les logarithmes ont entièrement disparu, et qu’on 
ne doit plus tenir compte que de la relation «*= 1 — s*. 

On a d’ailleurs 



f t'"dz = -22L- f 4—>dz 4 - j 

J a»+i j 1 ani+r 

multipliant de part et d’autre par ~ et intégrant, on aura 

p<-> — _£ m _ pc—o _ «fr 
aa + 1 J im+ 1 ’ 

Or zdz — — udu , et par conséquent 

/ u *m — ç u* m “ l du 

a m + 1 ’ J 1 



um + 1 (îin+ 1 ) am 



+ C L 
35 
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cette intégrale devant être prise depuis s= o, jusqu'à s = 1 , elle 

se réduit à t ~ — ; — î ; donc on aura 

a m ( am -)- 1 ) ’ 



P(”) — am PC* 
an» ■+■ i ' 



a m (am -H i)' 

La première valeur 

*•— /s^— /£(— 0-/7&=K'+*>-fc»i 

donc on aura successivement 



P’ = log a , 




etc. 



Au moyen de cette loi très-simple on calculera aisément les diffé- 
rons termes de la suite décroissante P% P', P', P*, etc. Ensuite on 
aura S, par la formule 



c »8 , 1 P' . 1 P' . i P" , .N 

S ^ = ü( P +â-4 + 3-^ + 4'? + elC -) ; 



ce qui donne une approximation très-rapide, puisque chaque terme 
est moindre que le quart du précédent. 

En calculant celte suite jusqu'au terme P" inclusivement, on 
trouve S, = i .2020567. Euler a trouvé par la méthode dont nous 
avons parlé , et en poussant l’approximation beaucoup plus loiu , 



’ S ] = 1 . 202056903159594281. 



(Voyez Cale. diff . , page 455 ). 



( 5 a). Pour trouver par des procédés semblables la valeur de la 
transcendante Ç, demeurée inconnue daus les équations (s*), j’ob- 
serve qu’on a 
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0,6)* = 

(a, 6 )* =/ r ^r 10^=755^ + 5?» 

(4.6) * =/-^r log j = 755 *' “ 5 * » 

(5.6) * =/£** 1 °si = T ir ‘“ C: 

de là je tire 

Z* rfy log - 

(.,6)* + (a,G)* - (4,6)' - (5,6)* = J — --^ y. = y ? - 75 ** î 
donc 

(=h^+rj 

tout se re'duit donc à trouver la valeur de cette intégrale. 

Si on fait successivement ^=a(i — «) , y = i( 1 -J- u) , et 
qu’on ajoute les deux transformées prises positivement, 011 aura 

/r^=/^<°Kr^v). 

nouvelle intégrale qui doit encore être prise depuis u=o jusqu'à 

u = 1 . 

La première partie de cette intégrale 

/ arfu log 4 a , . . u 

-3T^ = y3 l0g4 - arC umgpj, 

et en frisant u = 1 , elle se réduit à 



L’autre partie 



a?r log a 
5^3 ‘ 



étant appelée T , on aura par le développement de la fraction , 

T =/- ir 0 — ï + i — r' + etc -) Io s C* — M ‘) : 



or en intégrant par parties on a 



f— n“(/nIog(i — n*)= - — — log(i — «•)+/*- — — • — a 

J o\ y 1 dv / J am-J-i i — u*’ 
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cl puisque la quantité (i — «*”■*•') log (i — u ’) s'évanouit aux deux 
limites de l’intégrale , on a simplement 

f- U'-Ju log (, - n*) = —f 'T-T • 2 “ du 

= —î— f(l^~ du - -±-\ 
am + i J \ 1 — u* î-l-u/ 

Développant la quantité sous le signe et intégrant depuis u = o 
jusqu’à u ss i , on aura 

f-u~du log(i— «•) = (i + â + §• • • + ~rj - log a) ; 

donc enfin 

T = |.(,_loga) 

— é-sO lo e =) 

+l-K ,+ B + s- lo e 3 ) 

“ é*K ,+ * + 5 + ?“" Iog 2 ) 

4 - etc. , 

série convergente , puisque chaque terme est moindre que le tiers 
du précédent. T étant connu, on aura Ç par la valeur 

y _ »* , 5 »- lo S a 1 A T 
^ 18 ’ r i 8 p 3 -r 11 ' 

U es intégrales Eulériennes de la seconde espèce. 

(53). Considérons maintenant l'intégrale 
pr-'dx (log , 

que nous supposerons toujours prise entre les limites x—o , x—i. 
On a d’aliord en intégrant par parties, 

fjr~' dx (log ÿ ’= £ (log 0+ ~ ( lo S 0 » 

et comme la partie hors da signe s'évanouit aux deux limites , 
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pourvu qu’on suppose n > o , on aura alors 



377 



f-xT-'àx (log I)"= ^ fx—'dx (log (a) 

On aura donc en general, si n est un nombre entier positif. 



fx— dx (log-i) = 



n.n — i.n — a.n— 3. . . . i 



(0 



Lorsque n ne sera pas un nombre entier, l’intégrale fx“~'dx '(logj.) 

sera en general une transcendante dont il convient d’examiner les 
propriétés. 

Et d’abord au moyen de la formule ( et ) , on pourra toujours 
ramener cette transcendante au cas où l’exposant n est compris 
entre o et — i. 

De plus, j’observe que sans rien diminuer de la généralité du 
calcul, on peut faire rn — i; car la formule ’ dx (l°g“.) étant 

proposée, si l’on fait x’—z, cette formule deviendra fdzQog ’ 'j . 



(54) . Cela posé , il suffira de considérer l'intégrale fdx ^log , 

dans laquelle nous supposerons que a est positif et plus petit que 
l’unité. Celte quantité étant simplement fonction de o, nous la dési- 
gnerons par T («) , et nous ferons 

r ('0 —f<lx (log . (>) 

L’objet des reclierclies suivantes est d’évaluer la fonction T (</) , 
lorsque /r est une fraction rationnelle donnée, telle que j, |, *,etc. , 
et nous nous proposons particuliérement de comparer entre elles 
les fonctions qui répondent à des valeurs de a de même dénomi- 
nation , telles quel"^^, etc. Enfin nous chercherons aussi 

à déterminer par approximation la transcendante T (a) pour toute 
valeur de a rationnelle ou irrationnelle. 

(55) . En prenant les intégrales depuis jt= o jusqu'à x = i , et 
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supposant m>i,ona cette formule de réduction , 



fx—'dx ( i — x e ) m ~' 



= < 1 _xf) “ 



d'où il suit que si m est un entier, on aura exactement 



fx *~ 1 dx ( 1 — X e ) 






■ (m— 1 ) 



*.*+C. a 4 - aC. . . .<t + (m — ■ )C 



Désignons par <t> (a, m ) l'intégrale /r*— 1 dx ( î — prise 

depuis x — o jusqu’à ,r= î , et dans l’hypothèse que m est un 
entier positif, on aura donc 

i .3.3.. , ,(ro— i) * */ \ 

«+ C.«+aC...« + (m— i) C — C— ■ m b 



Dans cette équation, mettons successivement M» et (A-f- i ) m 
à la place de m , nous aurons 



i .a. 3. . . ./m — i 



aC. 



.et -f» /fn- 



= — = . $ ( a , Xm ) 

i . C f' r ' * * 



î .a. 3, ♦ . . >.m -+• m — t 
* + -f- 2 <?. Am -+-m— i . C 






Divisant la seconde par la première , et faisant pour abréger , 
a + A/nff = il vient 



«' • a> 4- C ■ «' 4- 4 • m — î ■ C <*>(«, Am) 

t.m.Xm 4-1 .Jm+J... An» 4- m — i ’ * (*, An» 4- m) 1 



mais en mettant a' à la place de a. dans l’équation primitive , ou a 

1.9.3. ...m — i . 

d + c.d + a e...d + Z=T 7 c = c^= : * * +}jnG » " 0 » 



et multipliant ces deux équations entre elles , on a pour produit 

1 -3 .3 . . . ,m 1 g «ft (se, Ar»).«t>(^“f~ A,rt ^» w») 

Ail». AI)» -f- t. . . . /JB-fm— i ■ <l ( d j sni -f* rri) 

Le premier membre , en vertu de l'équation primitive , peut être 
représenté par/c'^-'irfi •— jc et parce qu’on peut mettre x* 
a la place de x 9 sans changer les limites de 1 iutégrale, il peut être 
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aussi représente par nfx , '” n ~'ilx ( i — •r')” -1 ; donc on a 



a 7 r> 



= C -> • (/, 



Cette équation ainsi exprimée en un nombre fîni de termes , ac- 
quiert uue plus grande généralité , et ne suppose plus que m est 
un nombre entier. 

En cilêt, les deux membres devant se réduire à une même fonc- 
tion de m et de A/», laquelle est 



Am i *>.ro+i 1.2 Am -f-a '* 

on esl maître de donner à m et des valeurs positives quelconques, 
et à plus forte raison aux quantités a, G, n, qui disparaissent dans 
les deux membres. 

(56). Soit donc <t=i et £ = à un infiniment petit, on aura 



i — Æ J =flog 7 , et • (*, m) = € m ~ 'fdx(^l ^ 
de sorte qu’on aura en général 

*(ct,*) = 6*-.r(À). 

Au moyen de celte formule , l'équation (S) devient 

nfx' mn ~'dx ( 1 — x')—' — 

J v ' I ( Km -f m) 

Soit maintenant m = - , A/n = r - , on aura donc 

n* n J 

•(!Wî) 



i — 



yàt -1 </x ( i — x*y 1 = 



-«9 

Le premier membre n’est autre chose que la transcendante désignée 
'P' 



ci-dessus par a» 115 * on aura celle équation remarquable 
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D'où l’on voit que la transcendante serait connue , si on con- 
naissait , pour la même valeur de n, les fonctions de la forme 
rQ), a étant entier. 



(57). Il résulte d’abord de cette valeur de , qu’on peut échan- 
ger entre eux les nombres p et q , et qu’ainsi on a^^ = ^^,ce 

qui est une des principales propriétés de ces fonctions. 

De plus ou tire de celle formule 

/p\ f p + <A \» / \nj V n y 

M' \ r ) + A 



Dans le second membre , il est visible qu’on peut faire la permuta- 
tion entre deux des nombres p , q , r , à volonté , ce qui douue le 
théorème fondamental 



dont on a ainsi une nouvelle démonstration très-simple.' 



( 58 ). Faisons voir maintenant comment les fonctions T se déter- 
minent au moyen des fonctions ( ~ 

Observons d'abord qu’au moyen de l’équation ( a) , on a en 
général 

r (« + 0 =«r(n), (Ç) 

ce qui permettra de réduire les cas où n est plus grand que l’unité 
à ceux où il est plus petit. 

Si l'on a n = 1 , alors V (n) se réduit à fdx =ar= 1 ; ainsi on a 

r ( 0 = «• « 

Cela posé, faisons q=n — p dans l'équation ( e), alors la valeur du 
premier membre est connue , et on a 



tin p • n\ (1) 



OU 
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on , en d'autres termes, 

r» r (i-‘>=^ (9) 

Lorsque a = j , on a (ra)* = -jt ; donc 

F (!)={/*. ( 1 ) 

L'équation (fl) , très-remarquable dans cette théorie , fait voir qu’il 
suffit de connaître la valeur de T (x) depuis x = -j jusqu’à x = 1 , 
et on en déduira les autres valeurs de cette fonction depuis x — ~ 
jusqu’à x = o. Au reste , la valeur de T (x) depuis x = j jusqu’à 
x = 1 , ne varie qu’entre les limites v/vr et 1 , ou 1,77245 et 1 , 
tandis que depuis x—i jusqu’à x=o, elle varie depuis 1,77345 
jusqu’à l’infini; et en particulier lorsque a est infiniment petit, la 

formule (fl) donne T (a) = 

( 5 g). Si dans l’équation ( « ) on fait p sa 1 , et qu'on prenne 
successivement q — 1 , a , 5 . . . . jusqu’à n = 1 , on aura une suite 
d'équations 

/.x r G>(0 

^ ~ ” r (î) 

,.x r GKO 

.r( 5 ) 

n r (:M‘) 

v )= ^ar 

, ; x ’UK-?) 

O 

Multipliant les a — - 1 premières équations entre elles , on aura le 
produit 

(tKOGMs) 

50 
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si on les multiplie toutes , ou qu’on fasse a = n , le produit donnera 

r G) “"V 1 !: •(:)•(;) -G)' && 

Soit donc pour abréger 

T=Æ-e)G)-a) 

et on aura 

r (:)=” T - 

Connaissant r(i),on en déduira I" ( jjj) par l'équation déjà trou- 
vée , qui donne 

_ /<A nT* C) Çi-t-n) C»— i) , \ 

t)= 0O© feT T " 

Et comme les quantités (7)*(;)>Q)> elc - sonl censées con- 
nues pour chaque valeur de n , il ne reste plus rien à désirer 
pour la détermination des fonctions 

(60). Réciproquement, si on connaissait la valeur de T (x) pour 
toute valeur rationnelle de x , moindre que l’unité, il serait facile de 

déterminer l'intégrale (Jj-j ; car on a en général 

v r(EV C-) 

/p\_ \nj \n / /•*% 



(*)=' 



'&) ' 



et s’il arrive qu ep + q soit > n , on changera, d’après l’équation (O, 
cette formule en celle-ci 

(•A r (.) r (î) M 

Nous remarquerons que ces formules sont propres à donner l'ex- 
pression générale de au moyen des quantités de la même 
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espèce (5)» (g)> elc - e ^ et ^ es valeurs de T T (J^> 

r étant tirées de la formule (*) , on en déduira 

n G)fch)(g-J fcri=.) 

G)G)G) (î^r) ' 

formule qui servira tant que p q sera plus petit que n. 

Si on a p + q> n, il faudra faire usage de la sccoude formule , 
qui donnera par de semblables substitutions , 



(P) = 1 — 

\ 9 / P-H— n 



G)(rh) (rh) Ç-èd 

C+fl— «) C+9— »+l) ’ * ‘ 'C— x) 



Ces formules répondent aux équations (k) et (n) trouvées ci-dessus , 
et on les ferait coïncider entièrement en substituant, au lieu de 

chaque quantité ^ ^ , sa valeur 

( i \ A,sin(a -f- 1 ) « 

a ) —— «in tt ’ 

ainsi les fonctions T ofl'rent un nouveau moyen direct et très-simple 
de déterminer l’expression générale des quantités ^ 



(6i). Pour revenir aux quantités V (a), nous avons déjà trouvé 
l'équation 

r(a).r(i — a) = ^—, 

au moyen de laquelle les valeurs de la fonction , depuis a = o 
jusqu'à a = se déduisent des valeurs supposées connues, depuis 
e= j jusqu'à a = 1. 

Nous allons prouver ultérieurement qu’il suffit de connaître les 
valeurs de la fonction dans la moitié de cet intervalle , c'est-à- 
dire seulement depuis a = - jusqu’à a = i , et on eu déduira toutes 
les autres valeurs. 

En effet, si on suppose a < l'équation (t) donne tout à la 
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OC) 



C)= 



(üs) 



" r (") 



Substituant ces Talcurs dans l'équation (d'), puis mettant simple- 
ment a au lieu de ^ , et réduisant les fonctions d’après la formule 
(fl), on aura 

r («) = T^T cosa7t.T(.aa).T(i- a ) , 
éqnation qui suppose a < 

Cette équation combinée avec l’équation (9) , donnera 

r(i — a) = —ç cosairr (i — aa)r(ï+o); 

enfin de celle-ci on déduit, en mettant a — { au lieu de a,’ 

r(a) = 2^. î I ü= 2L co 

v ' si » at f(a — an) v 7 



Nous supposons connues les valeurs de T (a) depuis a = J jusqu’à 
a = i. 

Cela posé, i*. Le second membre de l'équation (r) sera connu 
pour toute valeur de a, depuis a = { jusqu'à a = |; donc on con- 
naîtra T(a) dans ce même intervalle depuis a = (- jusqu’à a = |. 

a°. Au moyen de ce premier cas , le second membre sera connu 
si 2 — an est compris entre j et | ; on connaîtra donc T (a) toutes 
les fois que a est compris entre et fî- 

5*. Au moyen des deux premiers cas , le second membre de 
l’équation (*) sera connu si 2 — 2a est compris entre ÿÿ et ; 
donc on connaîtra T(a) pour toutes les valeurs de a comprises 
depuis a = | = — jusqu'à a = -j-J. 

4*. Le second membre sera encore connu si 2 — 2a est com- 
pris entre fï et K > donc T(a) sera connu depuis n = yj = |~ jus- 
qu'à a = £J, et ainsi de suite. 

Par ces diverses opérations les valeurs de a pour lesquelles T (a) 
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devient connu , se rapprochent alternativement de la limite | , 
qu’elles n’atteignent cependant qu’à l'infini , puisque j ne peut pas 
s’exprimer exactement en fractions dont le dénominateur soit une 
puissance de a. Mais on voit que par quatre opérations seulement, 
l’intervalle où r (a) reste à déterminer, ne s’étend plus que depuis 
a = £* jusqu’à a — —. Une cinquième opération resserrerait cet in- 
tervalle de ou J* f à t V 8 , et ainsi de suite. 

La limite commune de ces suites est | et T (j) se détermine 
directement en faisant a= J dans la formule (> ) , ce qui donne 




£V» r 

sin j t 




(62). Dans les cas particuliers où l’on chercherait à déterminer 
une valeur de T (a) , on ne doit s’embarrasser aucunement de la 
distinction des cas précédens , et l’application immédiate de la for- 
mule (»), répétée autant de fois qu'il est nécessaire, ou jusqu’à 
ce qu’il n'y ait plus d'iucounuc à déterminer, conduira toujours au 
résultat qu'on cherche. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de r(o.675), 
on aura directement 



r (0.675) 



a- ,3 V«- 
sin 3H* 5o' 



r(o.8a5) 

r(o.65)’ 



Dans le second membre T(o. 65 ) est inconnue; pour la trouver, 
il faudra faire une seconde application de la formule, et on aura 



f(o. 65 ) = 



a- 5 Vit 
sia 63* 



r(Q .85) , 
r (0.70) ’ 



une troisième application donnera 



r(o.7°) = 



3 ‘Vt 
sin 54* 



enfin une quatrième 



r(o.6o) 



a-’’»y»- 

sia 73 “ 



r(o-8) . 

f(ôTî)' 



rfo.g) 



d'où en remontant on conclura la valeur de T (0.675) exprimée 
en quantités connues. Cette détermination est un peu longue dans 
ce cas, parce que 0.675 approche beaucoup de la limite j. 
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(65). Puisqu’on a T(i) = i et I*(i + a) = aï" (fl), la fonction T(a) 
se détermine toujours exactement lorsque a sera un nombre en- 
tier, et on aura généralement 

r(fl) = i.a.5 a — i ; 

d’où l'on voit que la quantité T (a) , considérée comme une fonction 
continue de a, n’est autre chose que le terme général qui résulterait 
de l’interpolation de la suite i, i, î.a, 1.3.3, i .3.3-4) etc. 

Les deux premiers termes de celte suite répondent aux valeurs 
a — i , a — 2, et puisqu’ils sont tous deux égaux à l’unité, il s’en- 
suit que dans l'intervalle depuis a = 1 jusqu’à a = 2 , la fonction 
T (a) doit devenir maximum ou minimum. 

On reconnaît aisément après quelques essais, que c'est le minimum 
qui a lieu , et dans ce cas on trouve 

a = i .46 i 6 o 58 , 

T (a) = o.8856o33 , 
iogr(a) = 9.9472393. 

Passé la valeur a=a, la fonction T(a) augmente de plus en 
plus, puisqu’on a r(a-f-a) = (1 -|-a)r(i -j-fl). Donc la valeur que 
nous venons de trouver est la plus petite de toutes celles que peut 
prendre la fonction T (a) depuis a = o jusqu'à a =00, 

Il suit de là que la meilleure manière de construire une table des 
valeurs de T (a) est de la calculer pour l’intervalle entre a — 1 et 
a = a. Car dans cet intervalle la fonction ne varie qu'entre les 
limites 1 et o.8856o35, de sorte que les différences seront très- 
petites, et la table très-facile à interpoler. 

(64). D’après cette observation, et pour faciliter l'usage des fonc- 
tions T, nous joignons ici une table des logarithmes de la fonction T, 
calculés pour toutes les valeurs de a, de millième en millième, 
depuis a =1.000, jusqu’à a = 2. 000. 

Celte table est aisée à interpoler pour toutes les valeurs inter- 
médiaires, et au moyen de l'équation T (i-f-a) = ar(a), on étendra 
son usage à tous les autres cas. 

Eu effet, si a est compris entre o et 1 , on déterminera T (a) par 

l’équation T (fl) = - T(i + «). 
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Si a est compris entre a et 5 , r (a) se déterminera par l'équation 
r(a)= (a — i)r(a — 1). Si a est compris entre 3 et 4 , T (n) se dé- 
terminera par l'équation r(a) = (a — *) («* — a) T (a — a), et ainsi 
de suite. 



( 65 ). Au moyen de cette table, il sera facile d’évaluer dans tous 
les cas la transcendante qui répond à une valeur donnée de n. 

Pour cet effet, les équations (X) étant mises sous ces deux nou- 
velles formes, 



(£) = — 
V?/ P 9 

œ __ P + 9 
P 9 



‘ r(£±2) 

r (‘+£)' r 0 + s ) 

' <'+*¥) ’ 



on fera usage de la première, si l'on a p q~> n , et de la seconde 
si l’on a p -f- q < n. 

Soit proposé , par exemple , de trouver la valeur de la trans- 
cendante 7 , = (|) lorsque a = io; on se servira alors de la première 
formule, qui donne 

7 r(i.5oo)r(i.Boo) . 

u.4 r (i . ioo) ’ 

et à l’aide de la table, on trouve immédiatement 



log Z = 9.5655973 , et 7 , = 0.3G60979. 

• 

(66). Cherchons maintenant la valeur de logr(i-f-A), k étant 
supposé très-petit. Cette valeur pourrait se déduire de l'interpo- 
lation des trois premiers termes de la table ; mais il sera plus exact 
d'interpoler des termes moins rapproches , aGn que les différences 
secondes deviennent plus sensibles. Considérons pour cet effet les 
trois termes qui répondent aux valeurs a= 1.000, o=i.oo 5 , 
a — 1 .010; on en déduira les différences premières et secondes, 
comme il suit : 




*88 
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a 


logr 


Diff. 1". 


Diff. a-. 


1 .000 


0 . OOOOOOO 


- 12445 


+ » 7 8 


1 ,oo 5 


9.9987555 


— 12267 




i .010 


9.9975*88 




1 



Soit A' = — 0 . 0012445 , A* = o. 0000178; on aura, en négligeant 
les différences troisièmes, log T (1 - 4 - y~) = xA/ + J ^ a ' > A *> et 
en faisant x=20ok, 

log r ( 1 -f- A) = — k (o . a 5 o 68 ) -J- A* (o . 356 ). 

Ce logarithme est un logarithme vulgaire ; pour le rendre hyper- 
bolique, il faut le multiplier par 2.3oa5, etc., ce qui donnera 

logr(i -f-A) = — A (0.57721) + A’ (0.820). 

Cette valeur n’est qu’approchée ; supposons que la valeur exacte 
soit, en rejetant toujours les termes affectés de A J et des puissances 
supérieures de A, 

log T ( 1 -f- A) = — PA QA* , 

on en déduira 

r(i+*) = i — PA + (Q-f iP*)A*: 

de là résulte, en changeant le signe de A, 

r (« — A) = 1 -f- PA + (Q + ±P‘) A*. 

Mais l’équation T (1 -+- A) = Ar (A) donne T (A) = j T( 1 -l-A); donc 



r(A) = i-P + (Q-MP*)A. 

Multipliant entre elles ces deux dernières équations, on aura 
T (*) T (1 — A) = £ ( , + 2QA*) : 

mais d’un autre côté on sait que le premier membre — ^ " 

s= j on a donc exactement . 

Q = ^ = 0.822467. 

Nous 
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Nous avions trouvé Q = 0.820, mais celle valeur ne pouvait être 
cju’approchée. 

Quant à la valeur de P, nous l’avons trouvée 0.57721 ; mais 
en poussant plus loin l'approximation , on trouverait 

P = 0.5772156649» 
ainsi qu’on le fera voir ci-après. 



(67). Nous connaissons donc maintenant d’une manière fort ap- 
prochée les valeurs de r(i-f-A) et r(A), lorsque k est très-petit ; ces 
valeurs sont 



r (, + A) = , — P* + (^ + j P*) *•, 
r W = ï-P +(S + î p *>*- 



Au moyen de la dernière formule , il est aisé de trouver la valeur 
de la transcendante lorsque p et q sont très-petits par rapport 
à n. En effet, si on substitue les valeurs de F^^, " )> 

données par la formule précédente , dans l'équation (é ) , ou trouvera 



\q / pq \ 6 * »“/* 

ce qui s'accorde avec l’équation (F). 

(68). Il reste à faire voir comment nous avons construit la table 
au moyen de laquelle on trouve si facilement, dans tous les cas, 

la valeur des fonctions T La méthode la plus simple qu’on 

puisse proposer pour cet objet est celle qui résulte d'une formule 
donnée par Euler dans sou Cale. diff . , page 465 , et que nous 
allons rapporter. 

Si on appelle S la somme de la suite 

log 1 + log 2 -f- log 3 . . . . -f- log U , 

on aura 

S = k log k + 1 log ( 3**) - k -+- ^ ^ — etc. 

A', B', C", etc. étant les nombres Bernoulliens. Soit donc e le 

3 ? 
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sombre dont k logarithme est 1 , et R un nombre tel qu’on ait 

,0 « R = ■+■ ÏTP ~ eK - 

on aura le produit 

i.a.5. ... A =^y.(*irt)ï.R. (p) 

De premier membre est la valeur de r(A--f- j), lorsque k est un 
nombre entier ; et comme le second membre est une fonction 
continue de k t on a ge'ne’ralement , quel que soit k, 

r (*+ i)=(j) l (airA)îR. ( rr ) 

Telle est la formule par laquelle on pourra dans tous les cas déter- 
miner la valeur approchée de r(Æ-f-i); mais il est à propos de 
faire à ce sujet quelques observations. 

(Gy). La quantité R peut se développer suivant les puissances 
de i ; car on a R = i + log R + i log’R + ~ log* R + etc. 

Substituant donc la valeur de log R , et mettant au lieu des coef- 
iiciens A', B', C etc. leurs valeurs connues A' = | , R = ^ , 
C' = tï » D' = ys , etc. , on aura 



R=1 + ;h- 

Dans cette suite, si 



- 1 _ i^3 

a(iaA)* 3e(ia*)’ 

on appelle M la partie 



$7» 

120(12*)* 



etc. 



I 



+ 



î 

ü(iaA)‘ 



_ 5 7» . 

120 ( 19 *)» 



etc. 



où k est élevé à des puissances paires, et N l’autre partie, on aura 
M* — N* = i ; de sorte qu’on peut prendre indifféremment 



R = M + N, ou R — E n e ff ct > comme toutes les puis- 



sances de k sont impaires dans log R, le changement du signe 
de * donnera log(M-f-N) = — log. (M — N) , ou log(M* — N‘) 
= o. Donc M* — N*=i. 



(70). U est à remarquer que la suite 

, C' 

i.a* 3.4/H 5 TST 5 



etc. 
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même en supposant k assez grand , n’est convergente que dans un 
certain nombre des premiers termes ; car on sait que les nombre* 
Bernoulliens , dont les expressions sont fort irrégulières, croissent 
continuellement , de manière que si T et V sont deux termes con- 
sécutifs fort éloignés , l'un du rang « , l'autre du rang n -f- 1 , le 

rapport ,y, a pour limite — . Cette suite , qui commença par être 

convergente pendant un assez grand nombre de termes , surtout 
si k est un peu grand , finit donc par être divergente , et donne- 
rait une valeur de logR d’autant plus fautive , qu’on prendrait plus 
de termes au-delà de ceux où elle cesse d’être convergente. 

De là on voit que pour une valeur donnée de A-, il y a un terme 
qu'on ne doit pas passer dans le calcul de la suite 




B' 



4- etc. 



Le terme auquel il faudra s’arrêter est celui qui serait suivi d’un 
terme plus grand , alors l’approximation ne peut aller plus loin ; 
mais elle sera tout aussi étendue qu’on voudra , en prenant k suf- 
fisamment grand. 

11 en serait de même de la série 



11 = 1 ’+ITÏ + rôaTF'' -01 *'* 

mais celle-ci n’est pas d’un usage aussi facile que la série 

TTïT “ rp? + etc * 

dont la loi est manifeste , et ne dépend que des nombres Ber- 
noulliens. 

On peut fixer a priori le nombre de termes après lequel la suite 

A' B' 

1.2 l 



4- etc. 



3.4/c 3 

cesse d’être convergente ; car en considérant les deux termes con- 
sécutifs 

TC*) Tt 

“ an. o/i — 1 . k"~' ^ an + 3. an + J. A**-'-' * 

et les supposant égaux, on aura 

TV'*''* an 4- a. an + l 

TW ’ "an. 2n — 1 






x 
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mais plus n esl grand , plus le premier membre approche de la 

limite ^ ° n ‘ (Cul. Cale. diff . , page 4 a 9)- Donc on anra à 
4 r 

très-peu près n = T(k. Ainsi en faisant k = 5, on a nz= i5 ou 16, 
c’est-à-dire que la série cesse d'ètre convergente vers le i r ï"' c terme; 
si on faisait k= 10, la série ne cesserait d’ètre convergente que 
vers le Si*™' terme, et ainsi de suite. 



(71). On peut en meme temps avoir la mesure du degré d’ap- 
proximation que l’on peut obtenir avec une valeur donuée de k. 
En effet, si on appelle XI le n‘“' terme de la suite 



A' B' , 

i.aA* 574P +clC ’» 



a — 



Tt" J 



an(an — 1) A 1 * - 1 ’ 
et comme on a à très-peu près 



T« — 



1 .a. 3. . . .an 



on pourra faire 



fl 



a».-.,.. > 

1 .a. 3. ... an — a 

ü(aVÀ)”-' ’ 



Celte valeur, au moyen de la formule (p ) , devient 




■w (snrA )** - " 1 9 

et en mettant n au lieu de -xk f on en déduit aisément 



log fl z= — an — ilog(arn). 

Ainsi, faisant k=z 5 et n=i6, on aura log XI = — 53.96. A ce 
logarithme hyperbolique répond le logarithme vulgaire — i 4-75, 
de sorte qu on a XI = io -, l ;5. Donc au moyen des 16 premiers 

• a. / n* 

termes de la suite , ~ g ^ 3 -f- etc., on aura la valeur de log R 

approchée jusqu'à i5 décimales environ. Si on faisait A =10, ou 
pourrait avoir ag ou 3o décimales exactes, et ainsi de suite. 



(7a). Cette théorie est facile à ve’rificr, puisque toutes les fois que 
k est un entier, la valeur de r(A-f-i) est exactement i.a.3 ...k 
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Soit, par exemple, Ar=5, il re'sulte des formules précédentes 
que la série égale à log R cessera d’être convergente après un 
nombre de termes n=-k.i =9 ou 10, et que le nombre de décimales 
exactes obtenues par ces neuf ou dix termes, sera de 8 ou g. 

Eu effet , la vraie valeur de log R se déduit de l’équation 

G — ( J ) ( 6sr )ï R , laquelle donne 

log R = 0.03767 79356 86. 

Celte même valeur déduite de la suite 




B' 

3.4/é 



+ 



C 

5 . 6fc J 



etc.. 



se trouve en calculant successivement les différens termes comme 
il suit : 

1" terme -f* 0.03777 77777 78 

a* — o . 000 1 o 38806 58 

0.03767 48971 20 

3 * -f- 33660 53 

0.03767 8 i 65 i 75 

4* — 3731 71 

0.03767 78910 02 

5 * + 4 3 7 85 

0.03767 79537 67 

G' — 108 34 

0.03767 79229 45 

7 * H- 4 ° 31 

0.03767 79269 64 

8* — ao 5 g 

0.03767 79349 o 5 

9' ■+• *5 91 

0.03767 79363 96 

JO* — 11 98 

0.03767 7ga5o 98 

II* •+- 13 8l 

0.03767 79263 79 
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' On voit que conformement à in formule , la série cesse d’èire con- 
vergente passé le io 4 " 1 * terme , et que la valeur de Jog R qui en est de* 
duite, doit être comprise entre 0.03767 7936996 eto. 02767 7935098, 
ce qui donne par un milieu 

log R = 0.03767 7935697, 

valeur exacte presque jusqua la onzième décimale. Mais en con- 
tinuant la suite plus loin , on s’éloignerait do plus en plus du vrai 
résultat. il 

Cet exemple met dans tout son jour la manière de tirer tout le 
parti possible pour les approximations , des suites demi-convergentes, 
c’est-à-dire des suites qui sont convergentes days les premiers 
termes , et qui deviennent ensuite divergentes. 

(75). Au moyen de la formule (tr), on peut développer en série la 
fonction T (A) lorsque A est très-petit. Pour cela, observons d’abord 
que I*(A-f- 1) = ÀT (A) , et qu 'ainsi on aura 

r(A-;=c“* A* - ’(atr)*R; 

d’où 

log T (A) = (A — I ) log A— A + i /(a*) -f- Aj — — j + etc... (r) 

Cette formule ne peut servir que pour des valeurs de A plus grandes 
que l’unité ; mais si l’on met 1 A au lieu de A , et qu'au lieu du 
premier membre qui deviendra log r ( t -j- A), on mette sa valeur 
log A -f- log T (A) , on en tirera de nouveau 

logr(A) = — lo g A+(i-f-A)log(i -f- A) — 1 — A+flog(air) 

A' Q' Q* 

+ i.a(»+A) '”3^(7+*? + 5.6(i -h*) 5 — etC- 

et le développement étant fait jusqu'aux quantités de l’ordre A* ex- 
clusivement , on aura 

log T (A)=— !ogA-f-ilog(air)— 1+^ — ^ + O — ctc ’ 
- Hï + 7-"4 + <“ e,C V 

Lorsqu'on fait A =0, on doit avoir log T (A) = — log A, parce que 
Ar (A) = T(i -f-A), et qu’en faisant A = o le second membre 



Digitized by Google 




DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 39$ 

s= T(i) = i ; donc on doit avoir 

ilog (avr) — 1 + — — ^ 4- ^6 — elc. = o. 

Et en effet, Euler a trouvé cette égalité , page 466 de son Cale. di(f. 
Cela pose , la valeur précédente se réduit à celle-ci , 

log r (*) = — log k— h (i ■+- ± — -- + ~ —etc.); 

or dans l’ouvrage cité , page 444 » on trouve encore l’égalité 




C étant une constante dont la valeur calculée avec précision par une 
autre voie, est 

C=o. 57721 5C6490i53a5-; 
donc enfin on aura, k étant très-petit , 

log T (k) = — log k — Ci. 

Nous avons trouve ci-dessus , en poussant l’approximation plus loin, 

r (*)=;[— pi+(;r-+3*-], 

de là on voit que P s= C , et qu’ainsi P n’est autre chose que la 
constante C dont on vient de donner la valeur approchée jusqu'à 
seize décimales. 

Nous connaissons donc maintenant la valeur de T (i) très-appro- 
chée, lorsque k est très-petit, et on pourrait en approcher encore 
davantage en poussant le développement plus loin. 



(74). Mais voici des considérations qui mènent plus généralement 
et plus directement au même but. Soit 

m= » 



N = ï TT + ^+IT3+ e,c ’> 

cette dernière suite étant prolongée à l’infini. 

Nous regarderons la quantité M comme une fonction continue 



JT 
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de x, puisqu'cn effet ou a ( Cale. diff. , pag. 443 ), 

M = te+C+ ~ ~ ^ - ^p + etc., 

formule qui est propre à donner la valeur approchée de M , quel que 
soit x, pourvu qu'on suppose x plus grand que l'unité. Cette même 
formule donnerait la valeur de M , lorsque x est plus petit que 
l’unité ; car eu représentant par M(x) et par M(x-f-i) des fonctions 
semblables de x et de x-f- i , on a évidemment 

M(x) = M(x + i) — ppj, 

ou encore 

M(x) = MCx+ a )-4 T - I ^, 
etc. ; 

de sorte que x étant plus petit que l’unité, on aura la fonction 
M (x) ou M , au moyen d’une semblable fonction où x sera aug- 
menté de plusieurs unités , et qui rendra la suite précédente assez 
convergente dans les premiers termes, pour qu’elle puisse donner 
toute l'approximation qu’ou peut désirer. 



( 75 ). Cela posé, si x devient x-f-® (a étant plus petit que l'unité), 
les fonctions Met N qui peuvent être représentées par M(.r) et N(x), 
deviendront M (x-f- a>) et N (x -f- ®). Or, je dis que la somme 
M (x) -f- N (x) == M (x -f- ®) -f-N (x-f- œ) , et que les deux sommes 
sont égales à une même constante. 

En effet, si la suite qui a pour somme N (x) , au lieu d’être 
prolongée à l’infini , était continuée seulement jusqu'au terme 

— — m étant un nombre très-grand , la somme M (x) -f- N (x) 
x’-f-ni ' 

et la somme M(x -|- ce) -f-N (x-f- a>) ne pourraient différer entre 
elles que d’une quantité moindre que , puisque celte 

différence est celle qui a lieu lorsque a = 1 . Or m étant 



très-srrand , la différence — 7 -^ — j — est censée nulle ; à plus forte 
o j + m + 1 

raison le sera-t-elle lorsque la suite N (x) sera prolongée à l’infini. 
On aura donc 

M -f- N = const = C' ; 



mats 
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mais puisque la valeur de N est 

7+* ■+■ 7+1 3+ï e,c •■* 

si on développe chacune de ces fractions dans l’hypothèse que x 
est plus petit que l'unité , on aura 

N = 1 + i + i + I+etc. 

-x (, + ! + £ + .! + etc.) 

+ **(*+ à + p + ^ + etc.) 

— etc. 



I.a première partie » + 7 + j + i + etc. n’est autre chose que la 
constante C'j donc on aura 

M = S.x — SjX*+ S^x 3 — Sjx 4 -(- etc. , (u) 

S. représentant en général la somme des puissances réciproques de 
degré n des nombres naturels. 



(76). Mais dans l’hypothèse de x > 1 , on a , d’après l’équation (r) , 



d lng r (j) 
dx 



I 1 A' . B' 

:iog X — + -r— ; — etc., 

o ax ax* 4 e1 * 



et dans la même hypothèse on a 

M = log x + C 4 - ± -- ~ + ^5 — etc. 

Donc 



d Ing r (r) 
dr 






m 



équation qui doit avoir lieu quel que soit x, puisque M peut être 
regardée comme une fonction continue de x. 

Si maintenant on suppose x<i, ce qui permettra d’employer 
la suite (u) , on aura 

- 1 °^ (J) = — 1 — C + S.x — Six* 4 - SjX 3 — etc. ; 
d’où résulte en intégrant , 

logT (x)= — Iogx — Cx+ jS.x 1 — \ SjX 1 - 4 - ï S 4 x< — etc. 

38 



( 4 ) 
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On n’ajoute pas de constante , parce que xr (x) ou T ( i + r) sc 
réduit à 1 unité lorsque x — o. 

(77). La formule ( 4 ) qui donne un développement complet de 
log T (x) , servira à exprimer la valeur de toute fouclion proposée 
-T (:) , puisque cette fonction peut toujours être ramenée au cas où 2 
est plus petit que -j , et même à celui où 2 est plus petit que 

De la formule ( 4 ) on déduit immédiatement la suivante , 

log T (i-f-x) =— Cx+ i S,x‘ — i Sjx* + ) S 4 x* — etc. , (*•) 

et en changeant dans celle-ci le signe de x , on aurait 

log T (1— x) = Cx -f- i S.x* + j -f- ^ S 4 x* + etc. , (a) 

formules également propres à faire trouver dans chaque cas proposé 
la valeur de T(s), puisqu'on peut toujours ramener cette fonction 
soit à la forme T (1 -f-x) , soit à la forme T (i — x ), x n’excé- 
dant pas ’ 

Ainsi on a des séries régulières et toujours convergentes pour 
calculer la valeur d'une fonction donnée T (s); elles supposent 
seulement l’emploi des quantités S,, S,, S 4> etc. , dont Euler a 
donné les valeurs numériques fort approchées jusquaS lS ( Cale. diJJT., 
page 456 ). 

Nous devons observer que la formule (a») revient à celle qu’ou 
voit dans l’ouvrage cité, page 800; il parait seulement qu’Eulcr 
n’a pas aperçu l'usage que cette suite pouvait avoir dans la déter- 
mination des fonctions T(x) dont il s’est occupé dans d’autres endroits 
de ses ouvrages. 

Remarquons encore qu’on peut déduire de la formule (») , cette 
valeur de C, 

C = — log r ( 1 + x) + i s ,x — ^ S,x*+ SfX * — etc. , 

d où l’on voit qu’il suffit de connaître une valeur particulière de 
r(i-f-x), et qu’on aura la valeur de C exprimée par une suite 
d’autant plus convergente que x sera plus petit. Si l’on fait x = j, 
on aura 
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d’où résulté 

C =l°g \ -+• S. — g S, i S 4 .j — etc. 

(78). Les deux équations T (1 ■+■ x) =xr (x) , et T (x) T (1 — x) 
= . ■ '*' - , donnent 

r(,+*)r(i-*)=™ ; (O 

prenant les logarithmes des deux membres, et substituant les valeurs 
données par les formules (a) et (a') , on aura 

l0 S (S) = S * X * + Î S *** + 3 S ^‘ + •««. > 

formule connue, et qui par sa différentielle, sert à déterminer les 
valeurs des quantités S,, S 4 , S«, etc. 

On peut faire usage de cette formule pour rendre encore plus 
convergentes les suites contenues dans les équations (ai) et(a') : 
on aura ainsi 

logr(«+x) = i log( iî ^~) - Cx - i S,x* - i - etc. 

lo g r(. — x) = Î!ûg(^)-HCx+3 S,x*-H etc. 

La dernière, en faisant x = j, donne 

C = La — j S,, j — ÿSj.-^g- — etc. 
valeur plus convergente que celle de l’art. 77. 




(79). Ayant l’expression développée de log T (x) , par la formule 
(4) , on peut pareillement avoir celle du logarithme de la fonction 

car puisqu'on a trouvé 




si on prend les logarithmes de chaque membre , et qu’on désigne 
par Z la fonction qui répond à une valeur donnée de «, on 
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aura 



1 °e z =i°g( e ^)-i s,. <'+'r-r-'- 

» t. (p+qV— p*— g 1 1 
"~4 ! V â* I 



etc. 



on 



Les deux premiers termes de cette formule s’accordent avec l'équa- 
tion (1') ; mais on voit ici la loi générale du développement qu’on 
peut continuer à volonté , et qui donne une suite d’autant plus 
convergente, que p et <7 seront plus petits par rapport à ». 

Ainsi pour la fonction désignée ci-dessus par M, , on aura 
log. M. = log (?) — S. (a* — a) $■+■$ S,(a s — a) — etc. 



(80). D’après ces formules , il a été facile de calculer la table ci- 
jointe des valeurs de log T (a). Pour cela , nous avons fait k = /, -f- a 
dans la formule (r), (on aurait pu prendre également A = 3-f-», 
A== 5 -f-a, etc.) Alors le premier membre donuant la valeur de 
log T (4 -f-a), nous en avons déduit log T (u) par la relation connue 
entre ces quantités ; savoir : 

T (4 + n) = (3 -+- fl) (a -f- a) (1 + a) aT (a). 

Nous avons donc eu à calculer la formule 



logr(o) =(*—!) logi-f- I/(aîr) — mA-f- 



mB' 



— log[a(i 4 -n) (a + a) ( 3 -f-fl)] , 



3.4A 3 



, mC' 



■ etc. 



dans laquelle on a introduit le facteur «1 = 0.43439, etc. afin de 
réduire tout aux logarithmes des tables. 

De cétte manière on n’a jamais eu besoin de calculer plus de 
deux ou trois termes de la série ^ ^ - etc. , 

pour avoir log T(n) approché jusqu a sept décimales, dans tout 
l'intervalle depuis a = 1 jusqu’à a = 3. 



(8>). Nous remarquerons^ finissant que les intégrales de la forme 
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fe~ ,m t’dt, prises depuis l=o jusqu’à /= oo , peuvent être ramenées 

aux fonctions T (a). En effet , soit d'abord =s, et — — = a. 

\ ’ n q- 1 * 

l’intégrale précédente deviendra celle-ci devant 

encore être prise depuis z = o jusqu'à z — oo . 

De là on voit que l’intégrale proposée ne perd pas de sa géné- 
ralité en faisant n— o, et qu’ainsi on peut se proposer simplement 



Jt 

l’intégraleyë - *"</<. Si dans celle-ci on fait e— l “z=x, ou l— ^ log 

la transformée sera ^J'dxQag^y' , et cette nouvelle intégrale 

devra être prise depuis x = o jusqu’à x = i ; on aura donc géné- 
ralement 

J m \m / 



Ainsi les intégrales dont il s’agit n’offrent point une nouvelle 
espece de transcendantes, et se rapportent aux fonctions T. 



Il n’est pas inutile pour l’histoire de la science, d’observer que 

_ I 

l’intégrale fdx ^log = y/ir que l’on trouve $ a8 du mémoire 

d’Euler , imprimé dans le tom. XVI des Novi Comm. Petrop. , avait 
été donnée long-temps auparavant par le même auteur , dans le 
tom. V des anciens Mémoires de Pe'tersbourg , pag. 44 . C’est donc 

à cette époque que remonte la découverte de l’intégrale fe dx 
— ; , prise entre les limites x=z o , x = 00 , puisque la simple 

substitution è x = s suffit pour ramener l’intégrale Je dx à la 

forme J fdz ^log i . 



FIN DE LA SECONDE PARTIE. 





9 . 9883379 

9.9881220 
9 . 9879068 
g . 9876922 



9 - 97834<>7 
9.9781070 
9-97797*9 
9-9777914 
9-977 b - 90 



9.9699006 

9.9697470 

9.9695941 

9-9"944i7 

9 .qb'g’jKqrt 



O . OOOQOOO 

9-9997497 
9.9990001 
9. 99925* a 

9 - 9 . 99 «f? 

9.9987000 



9 . 987265 * 



9 9773477 
9 9770677 
9.9768883 
9.9767096 

.0 97 ^ 53 14 



q . 980840 ^ 



9.9688578 
9 . 9686883 
9.9685394 

9,9683910 

9.9682431 

9.9680960 

9-9679434 

9 9678033 



9.9676578 



9 . 984963 * 



9.9754700 

9 . 97530*4 

9 . 975*281 

9-9749555 



9 . 967.3686 
9 9672248 

9.9670816 
9 9669590 



9.9843489 



9.9747804 



9.9739522 



9.9937208 



9.9839^86 



9 . 970^608 
9 . 9735960 
9 . 97.34287 
9 . 973262 * 
9 . 273096 * 



9.9934887 

9.9932572 

9.9930265 



9.9827398 

9 . 98254*5 

9.9823440 



9.9927964 



9.9729007 

9.9797609 

9 . 97260.6 

9.9724380 



9 . 9809786 



9.9807860 
9.9805949 
9 9804029 
9 . 9802 1 20 



g . 9800293 



9 97*3090 



9.9798330 
9 -9796443 
9-.97945b2 



9 .9636856 



9 . 9792687 



9.9635570 



g . 9-06775 



9.9705909 



9.9788956 

9.9787100 

9 . 978525 * 

9.9735407 



9 . 9703650 
9 9702096 
9 . 9700548 



9-9699006 



9.9660952 
9.9659656 
q. 9658 186 
9 .9606810 
q. 965544 * 



1.181 
1 . * 8 u 
». *83 

1.184 

. . 1 85 



TABLE DES LOGARITHMES DE LA FONCTION T (a). 
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SUITE DE LA TABLE. 



3oS 



a 


Log r 


a 


Log r. 


a. 


Log r. 


a. 


Logr. 


1 .900 

I 1.901 
1 . 909 

I 1.903 
I 1 . 2 c 4 

1 1 . 2 C 5 


g'. gbagaaS 
9.9627972 
9 9626725 
9. 962D484 
9.9624948 
g . 9 6 a 3 oi 7 


1 .300 

1 .301 
1 .303 

1.253 
1 .354 
1 .s 55 


9 .90700 t 1 
9.9673336 
9.9571346 
9.9570271 
9.95695O2 
9.9668337 


1 .000 

1 .001 
1 . 3 os 
i. 3 o 3 
1 .004 

. 1 . 3 o 5 


9.9530304 

9.9539473 

9.9538744 

9.9538031 

9 .g 5 a^ 3 o 4 

9.9536591 


1 . 35 0 

1 . 35 1 
1 .353 

1 .353 

1.354 

1 .355 


9 - 94995 ‘5 
9 - 9498 üaa 
9.9498000 
9.9498c Si 

9.9497573 
9 - 9497°99 


I 1.20t» 

I 1 . 9 C 7 

I 1.208 

I 1 * flc .9 

| 1.310 


9.9631793 
9.963c 5 7 .5 
9.9619359 
9.9610160 
3 ■ 96 1 6947 


1 . 30 b 

1.367 
1 .s 58 

1 .369 
1 .360 


9 • 9367077 

9.966642) 
9.9563474 
9.956455O 
9 . 9563691 


1 . 006 

1 .307 

1. 3 0 8 

1.309 
1 .010 


q.g 5 a 5883 
.q.95a5 180 
q:) 5 a 44?3 
9.9533789 
q . q 5 o 3 I 0 l 


1 .066 
1.357 
1.558 

:f? 


9.9496650 
q . o.fqS 1 65 
9 9498706 

q. 9495 a 5 l 
q ■ 9494800 


1 1.911 

:. 9 i 9 

I I. 9 l 3 
I 1 • 3 1 4 
| i.aiS 


9.9615749 
9.9614556 
9.9610369 
9 . 96 1 3 1 87 
9 . 96 1 1 0 1 1 


1 . 36 1 

1 .363 
1 .s 63 

1 .364 
1 .sS 5 


9. 9662667 
9.9661799 
9 . q 56 c 8 o 5 
9.9559887 
9.9558974 


1 . 3 i 1 
1 . 3 ia 

1. 3 1 3 

1 . 3 1 4 
1 . 3.5 


9.9032417 

9.9531739 

g.g 5 aio 65 

9.9500396 

9.9519703 


1 .361 
1 - 36 a 
i .363 

1.364 

1 .365 


9- 9494154 
9 .. 949 J 9 1 '’ 
9.9490476 

9.9493044 

9.9492617 


I i.Qtb 

1 , * a, 7 

I 1.910 
! 1.310 

I 1.390 


.9.9609840 
9.9600675 
9. 960761 6 
9 9606361 
9.9605312 


1 . 966 
1 .267 
1.268 

1 . 269 

1.270 


9 . 955806G 
9.9557163 

g. 9536366 

9.9555370 
9 . 9504486 


1 .016 

1.317 

1 . 3 1 8 
1 . 3 1 a 

1 .030 


g.gSiqc?. 

q.qSuqiq 

9.9517769 

9.951713.5 

q.q 5 i 6485 


1 • 36 a 
1.367 
1 .568 

i. 36 9 

i .070 


9 949-' 94 
9.9491771» 

9.9491060 
9- 9490953 
9.9490549 


! 1.331 

1 1.333 

I 1 .293 

f 1 .225 


9.9604066 
9.960393e 
9.96° 1 797 

9.9599669 

9 - 9 5 99 5 47 


1.271 
1 .272 

1.273 

1.274 
1 .275 


9 . 95536 o 4 
9 . 9553737 
9 . 955 i 855 
9.9550988 
9,9050136 


1 .031 
1 .333 

1 .033 
1 . 3 o 4 
1 . 5 i 5 


g.g 5 i 585 o 
9.9015330 
9 g 5 14094 
9.9513974 
q . q 5 l 3.358 


1.071 

1.07a 

1.373 

1.374 
1 .073 


9 94 . 9 e '49 
9.9489754 
9-9489^60 

9 - 94^°977 

9.9488095 


1 1.926 

I 1 .937 
I 1 . 228 
1 . 33 () 

I 1 . o 3 o 


9.9698430 

9 - 9 5 97 3 ' 8 
9.9596212 
9 . 9595 l 1 1 
9 . 95940 l 5 


1.376 

1.377 

1.378 

l - a 79 

1.380 


9.9549369 

9.9548417 

9.9547570 

9.9546738 

9.9545891 


1 . 5 a 6 
1 3 a 7 
1 , 3 a 8 
1 .039 

1 . 33 o 


9.9513747 
9.9013141 
9.g5ll 540 
q. ç )5 10944 
q.q 5 lo 35 a 


1 .376 

1.377 
1 .078 

1 .Ô 79 

1 . 3 nb 


9.9488318 

9.9487845 

9 - 94«7477 

9.9487114 

9.9486755 


IJ î.aoi 

Il 1 . a 3 a 
i.a 33 
Il 1 . a 34 
1 / 1 -a 55 


9.9592025 
9.9591839 
9 .9590760 
9 . 9589685 
g.g 5886 i 6 


1 .381 

1.383 
1 .s 83 

1 .384 
1 .985 


9.9545059 
9.95 44 ^ 3 a 
9.9543410 
9.9543094 
9.9541783 


i. 33 i 
1 . 33 a 

1 .333 

1.334 

1 .335 


9.9S09765 
g.gôcqiSô 
9.g5o86o5 
9.9008030 
q. <1007465 


1 .081 
1 , 38 a 
1 .ô '-3 
1.Ô84 
1.385 


9 9486401 

9 ■ i} 486 o 5 1 
9.9485706 
9.9485365 
9 .9485039 


|| 1 . a. 3 S 

|| 1.337 

j 1 . a 38 
Il 1 . a 3 g 

|l i . 04b 


9.958755a 
9.9586494 
g.g 58544 < 
9 . 9584390 
9. 958335c 


1 . 386 

1 .387 

1 .388 

1 .389 

1 .390 


9.9540976 

9.9540174 

9.9539077 

9.9538586 

9.4537749 


1 .336 

1.337 

1 .338 
1 . 3 oq 
1 34 o 


9.q5o6goa 

<).q 6 G 6044 

9 . 96 o 570 I 

9.950534a 
q . <1504698 


1 .385 

1.387 

1 .388 
1 . 38 g 
1 . 3 qO 


9 - 9 ^ 84 ''q 8 

9-9484371 

9 .9484048 
9 . 9483700 
9-W 4<7 


Ij 1 . 04 1 
| 1 .a 4 a 

f j . a 4-3 
| 1 • 044 

| 1 .a 45 


9 . g 58 a 3 1 3 
9.9581380 
9 .g 58 oa 53 

9.9579333 

9.9578315 


1 . 9')1 

1 .999 

1 . 2 93 
1.994 
1 .995 


9.9537017 
9 . 9536040 
9 . 9535468 
9.9534701 
9 . g 533 (j 3 g 


1 . 34 l 
■ . 343 

1.343 

1 .344 

1.345 


9. 9 5 041 5 $ 

9 ,g 5 o 36 u 4 

g.g 5 o 3 cq 4 

9.9602669 

q . q 5 oac 4 # 


1 . 3 <)i 
1 . 3 qa 
1 . 3 g 3 

i. 3<)4 
1 . 3 g 5 


q 4 948.) 1 08 

q, 9482804 
q.q 4 $ a 5 o 4 
9.9483208 
q. 9481917 


Il 1 . n4*> 


9.9077304 


1 . 296 


q.q 533 iXn 


1 .346 


q.q 5 oi 5 oa 


1 .Oq6 


q .1)48 i 63 l 


| 1 . a 47 


q,q 57 b‘iq 8 


1 .21)7 


q.q 53 a 4 ?k> 


1.347 


q.q 5 oioai 


1 .397 


9.9481049 


Il 1 ■ 078 


9.9575197 


1 .298 


q . q 53 ib 8 ?î 


1 348 


. qSoCO 1 4 


1 . &)8 


9.948^71 


1 1 . 94 ) 


9.9574201 


I .999 


g. 9530941 


1.04.9 


9 . qScc-c 1 a 


l.ôqq 


9.9480798 




0 95739 » 1 


1 . 3 co 


q.q 53 ooo 4 


i . 35 o 


q .q 4 oq 5 l 5 


1 .400 


q.qif’ooaq 
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3 .. 9480329 
9.9480364 
g . 9^80004 
9-9473748 



g. 9479330 



9.9479 e38 

|:Sg3S 

5S»7«3'.7 

0^0478083 

9.9477863 

9.947764 8 

99477437 

9-9477330 

9.9477038 



Q.q47b83o 

9.9476637 

9.9476447 

9.9476260 
9 . 94 7 6o8a 
9.9475906 



9.947438a 

9.9474254 

9.g474>3o 

9.9474010 



9.9473677 

9.9473574 





9.947209a 
9 94 7 a3 9 a 
9-94 7» 3 9 s 
g. 9473404 
9.9472416 
9.9473433 

9.9473403 

9-9473477 

9.9472506 

9.9473539 

9.9473576 

9.947aOl8 

9-947 a66 4 

9 94737*3 
9.9473767 
9.9473835 
9-9473887 
9.9473953 
9.9473023 
9.9473097 







9-947363* 

9-9473734 

9.947384a 

9.9473953 

q.g474c6q 



9.9474848 

9.947499» 

9.9470*40 
9.9475390 
q . q47Ô44q 



9.9476847 

1.509 g. 9477040 

1.5*0 I 9.9477307 






9.9494583 

9.9495003 

9.9495438 

9-9495857 
9-949628 9 
9.9496730 
9 9497*65 
9.9497608 
9.9498056 
9.9498507 



9 • 9498963 
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a. 


Lrtgr. 


a. 


L-og r. 


a. 


Logr. 


a. 


Log r. 


1 .600 
1 .601 
1 .602 
i.Go 3 
1 .Ç04 
) . 6 o 5 


9.951 1020 
9.9011569 
9.9012103 
9.9513679 
9.951 3340 
q.t) 5 i 38 o 4 


1 ■ 65 o 
1 .601 
i. 65 a 
i.G 53 
■ .654 
1.655 


9.9543989 

9.9.543721 

9.9544453 

9.9545195 

q. 9545 q ?58 

9.954Ç684 




.700 
.701 
.70a 
■ 7 ü 3 
.704 
• 7 o 5 


9 . , 583 , 1 1 
9.9584819 
9.9585730 
9.9586644 
9.9687563 
9.9588483 




• 7 5 o 
. 7 5 i 
. 7 5 a 
.753 


9.983345. 

9-9634527 

,.9635607 
,., 63668 , 
3 ■ 9637775 
, .,638865 


\ l . bûb 
l .607 
1.608 
1 .6011 
1 .610 


9 951437a 
9.9514943 
3 . 95 1 5 a 1 8 
9.9516097 
9.9516680 


1 .656 

1 . 65 7 
i.G 58 
■ .659 

1 .660 


9.9547434 
9.9048187 
9.9548944 
9.9549704 
9 • q 55 o 468 




.706 

.707 

.708 

.709 

.710 


9.9089408 
9.95,0335 
9.9591267 
9.9692302 
q . q 5 , 3 1 4o 




• 7 56 
.757 
■ 758 

• 7 o 9 

• 7 bO 


9 .g 63„58 
9.964105 4 
9.9642154 

9 ’ 9 c//*c? 
9 9644063 


1 .tll 1 
1 . G 1 a 
1 . 6 1 3 
1 .614 

1 . 6 1 5 


9.9017367 

9.9517857 

9.9018451 

9.9519049 

*>•9519600 


1.661 
1 .66s 

1.663 

1.664 

1 . 660 


9.9551236 

9.9553007 

9.9553783 

9 <| 55356 o 

9.9554343 




.711 

.713 

.713 

■7 

.715 


9.95,4082 

9.95,5037 

9-9595975 
9 -9596928 
9 . q 5 q 7 883 




.761 
.762 
■ 7 G 3 
.764 
.765 


9.9645.(73 

9-9646586 

9.9647702 

9.9648831 

3 . 9648 S 44 


1.616 

1 .617 

i G18 

1 . 619 
1 .630 


9-9530355 
9.9030863 
9.9531476 
9.9532092 
9 . 95337 i 1 


1.666 

1.GS7 

1 .668 

1 .669 

1 .670 


9.9550137 
9 . 98659 1 6 
9. 9556709 
9 g5575o5 
q.q 5583 o 4 




.716 

• 7'7 

.718 

• 7'9 

.730 


.9.9598842 

9.95,9805 

9.9S00770 

9.960173, 

9.9602712 




.766 

•7G7 
.768 
769 
■ 770 


9.96.51070 

9.9653199 

9 . 1 ) 6555^1 

9.9654467 

,., 655 Go 6 


1 .bai 
1 .Sac 
1 . 6 a 3 
1 .624 

1 .62a 


9.9523334 

9.9533961 

9.9524591 

9.9535335 
9. 9535863 


'•671 

1 .673 
1.673 

!:gf 


9.9559107 
9.9559914 
9.9560734 
9.9061557 
9 9563354 




.731 

.723 

. 7 s 3 

.724 

.725 


g , qb'o 3 b 88 
q . 9604667 
9 . 9606650 
9 9606636 
9. ',607625 




771 

.772 
.773 
•774 
■ o 7 5 


9.9656748 

9.9657894 

9.9659043 

9.96601,5 

9.9661350 


1 .Sab 
1 .627 
1 .638 

•■fe» 

1 . 63 o 


9.9536504 
8-9537149 
9.9537798 
9 .9538450 
9.9539106 


1 . 676 

1.677 

1 .678 

1.679 

1 .680 


9 - . 9565 174 
9.9563998 
9.95S4B36 
9-9565657 
9 . 956K49 1 




.726 

.737 

.728 

•729 

. 7 3 o 


9.9608618 

9.9609614 

9.9610614 

9.9611617 

9.9613633 




.77b 

•777 

.778 

•.r». 


9.9663509 
, 6656 7 i 
9 . ,664836 
,.9266004 
33667176 


1 . bai 
i. 63 a 

1 .633 

1.634 

1.635 


9.9539766 

9.9530439 

9.9531096 

9.9531767 

99533441 


1 .681 

1 .683 
..683 

1.684 

1.685 


9.9567339 

9 . 95 b 8 l 7 l 

9.956,0,6 

9 . 955 q 864 
q. 9 5707 16 




• 7 3 i " 


9. 961 363 a 
9.9614645 
9 . 96 1 566 1 
9.9616681 
9.9617704 




.781 
■ 78a 

.783 

.784 

.785 


9.9668351 
93669529 
9.9670711 
9.9671895 
3 • 3673083 


1 . 636 

1. 63 7 
1 .658 

'I/ 9 
1 .640 


9.95531 19 
9.9033801 
9-9534487 
9.9535176 
9 q 535858 


1.686 

1.687 

1.688 

1.689 
1 . bqo 


9.9571673 

9.9572430 

9.9673293 

9.9574*59 

9.9576038 




.706 

.737 

.768 

•739 

.740 


9.9618731 

9.961976c 

9.96207,4 

9.963183c 

9.9632870 




. 7 8S 

.787 

.788 

.788 
• 79a 


9 9674274 
9.9676468 
9.9676665 

i) ■ 9677866 
3 ■ 9679070 


1.641 
1 . 64a 

1.643 

1.644 
1 .645 


9-9536564 
9.9537363 
9.9537966 
9 . 9.558673 
9.9539383 


1.691 

1.693 
1 . G93 

1.694 
1 .690 


9.9575901 

9. ,576777 

9.957765s 

9.957853, 

9.957,426 




• 74 i 

.74a 

• 743 

• 7 44 
.7.(0 


9 . 9 §a 3 gi 3 

9 

9 .9626009 
9 . 96^.7063 

9.96281 19 




• 73 ' 
• 73 » 
.735 
• 7 34 

• 73 s 


9.96R1487 

9.9682701 
9 . 96839 1 8 
,.t) 685 i 38 


1 . 646 

1.647 

1.648 

1 .649 

1 . 65 0 


9.9540097 
9.9540815 
9.9541 536 
9.9543361 
9.95.(2989 


1 .696 

1.697 

1 . 698 

1 .699 

1 .7 jO 


9.90803 16 
9.9581310 
9 ,582107 
q., 5 R 3 oc 7 

9 . , 583 , 1 1 




.746 
•747 
• 748 
■749 
.7 JO 


9.963,179 

9 . gf> 5 1 Jon 
9 .9631378 
9 . 963345 1 




•736 

•737 

■ 7,8 

•793 

.800 


0 . 1 

9.96R75&8 
9.9688R18 
9. qSqooSi 
9.96,1287 
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9.9840028 



9992 



9.9847889 



9.9933366 
9-99f3q 9 S 
9 . 99^7 j8 



9- 3^947 > 
<).^br>ic55 
9.985364a 
y . ySGjaSa 



~9-9957454 



9 - 97?3 3q7 



9 -99585 i 3 
9.9960386 
9 99 6 <»=&s* 
g ■ 995384 o 



q.g8co55S 



9.9880073 
9.9881713 
9. 9*83355 
9.9885001 
y . 9 8868 50 
y -S8883ca 
9.9889956 
9.9891614 
9.9893375 



9.9898274 

9-9 f, 99?4« 

g-ycoiba' 



9.9903399 



9.9906664 
9 c,oo835o 
9 • 99 1 °°4 0 



Logr. 



Log r. 



9.9765551 
9.9766966 
9 9768084 
9 ■ 9769805 
9.9771339 



1.906 

1 .907 

1 . 908 
1 -909 

1.910 



861 

.86a 

.863 

1 .864 

1.865 



9.98558a5 

9.9807431 

9.9859020 

9.9860631 

9.9863336 

9.9861834” 

9.9860444 

9.9867008 

9.9868675 

9.9870094 



1 .881 

1 .88a 

1.883 

1.884 

1 .885 



9.9734543 
9.9735864 
9-.9737'83 
9.9738517 
9 ■ 9739848 



9.97U498 
9 • 97 1 a 7°8 
9.9714081 

9 -97 '5377 
9-97 | 6G 7 7 



9.9719386 
9-.97 ao5 95 
9.9731907 
9 -9733233 



9 . 97000 oo 
9.9701301 
9.9703.506 
q. 9708834 
9.9700005 



9.9708937 
9 97IQ 3I 1 
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TROISIÈME PARTIE. 



DES QUADRATURES. 

D i verses méthodes relatives aux quadratures, sont l'objet de cette 
troisième partie : ces méthodes complètent naturellement la théorie 
des transcendantes, puisque si les transcendantes sont trop compo- 
sées , on si elles ne peuvent se réduire à celles qui sont données 
par les Tables, il faut nécessairement , pour les évaluer dans les 
cas particuliers , avoir recours aux quadratures. 

L a méthode que je propose comme la plus générale et la plus 
sûre , consiste à exprimer l'intégrale cherchée aux différences infi- 
niment petites , par une intégrale aux différences finies à laquelle on 
ajoute les corrections que l’analyse indique et qui servent à di- 
riger l’approximation. On peut parvenir de celte mauière à des 
résultats dont l'exactitude s'étende jusqu'à tel ordre de décimales 
qu’on voudra. 

La même méthode considérée sous un autre point de vne , peut 
servir à construire une courbe dont les coordonnées dépendent 
chacune d’une quadrature particulière. J’ai donné pour exemple 
en ce genre , le calcul de la trajectoire d’un projectile dans un 
milieu résistant , et j’ai par ce moyen poussé l'approximation plus 
loin que je ne l'avais fait dans la pièce couronnée par l'Académie 
de Berlin en 1782. 

On trouve dans les Mémoires de l’Académie des Sciences , 
années 1778 et 178a, une méthode fort ingénieuse pour avoir la 
valeur de l’intégrale Jjdx , dans le cas où la fonction y est nulle 
aux deux limites de l’intégrale. J’ai exposé cette méthode avec les 
développcntens qu’elle exige dans quelques exemples , et principale- 



Digitized by Google 




5o8 TROISIÈME PARTIE. 

nient dans son application au cas où les limites de l'inte'grale sont 
supposées imaginaires. 

Enfin j'ai profite de la liberté que me donnait le titre de cet 
ouvrage, pour traiter de diverses sortes d’intégrales définies qui 
appartiennent à la théorie des transcendantes. De ce nombre sont 
plusieurs formules que Laplacc a données dans différens recueils, 
et qui tiennent un rang distingué dans celte théorie ; les autres 
sont, pour la plupart, extraites des ouvrages d'Euler, et parti- 
culièrement des Supplémcns qui composent le tome IV de son 
Calcul intégral. 

Je me flatte que ces divers objets réunis sous un même point 
de vue, pourront intéresser les Géomètres; ils ont été d'ailleurs 
choisis de manière que chacun d’eux puisse offrir de nouvelles 
formules ou de nouvelles démonstrations. 

Formule générale pour les quadratures. 

(i). On est censé avoir résolu un problème lorsqu’il est réduit 
aux quadratures , c’est-à-dire lorsqu'il ne dépend plus que d'une 
ou de plusieurs intégrales de la forme Jfdx , où l’on connaît y en 
fonction de x. 

Si les intégrales dont il s'agit sont susceptibles d 'être exprimées 
par des suites convergentes , la solution est aussi complète qu’on 
peut le desirer, eu égard à la nature de la question; mais le plus 
souvent ou a des expressions trop compliquées pour les intégrer par 
des suites convergentes, et il ne reste d’autre parti à prendre que 
de chercher leurs valeurs dans les cas particuliers seulement, c’est- 
à-dire pour une partie donnée de la ligne des abscisses. 

Soit donc proposé de trouver la valeur de l’intégrale Z = fydx , 
depuis x=r=a jusqu'à ou seulement depuis x = o jusqu’à 

x = a ; car on peut supposer que l’origine des abscisses est prise 
au point où commence l’aire, de manière que Z et x s’évanouissent 
en même temps. 

Pour obtenir plus facilement le degré d’approximation qu’on peut 
desirer, nous supposerons , 

i*. Que dans l’intervalle donné depuis x s=o jusqu’à x=.a, la 
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fonction y reste constamment de même signe, et nous regarderons 
ce signe comme positif. S’il en était autrement , on chercherait suc- 
cessivement les différentes parties de l'aire fjàx , situées de différens 
côtés de la ligne des abscisses , et on retrancherait la somme des 
aires négatives de la somme des aires positives. 

a”. Que la courbure de la courbe, depuis x = o jusqu’à x—a, 
n'éprouve aucune variation assez brusque pour que l’un des coeffi- 

ciens ^ devienne infini. Ainsi dans toute l’étendue de 

la portion de courbe que nous voulons quarrer , l’ordonnée qui 
répond à une abscisse x -f- a , très-peu différente de a, pourra 

s’exprimer avec une exactitude suffisante par la suite y -f- a. 

+ ^ ^ -f- Aj . -f- etc. , sans qu'il y ait lieu à exception pour au- 

cun point. Cette condition est surtout nécessaire aux deux limites de 
l’intégrale ; elle est moins importante dans les points intermédiaires, 
parce que l’erreur due à cette cause est limitée, et qu’elle peut être 
corrigée assez facilement , comme on le verra ci-après. 

Cela posé, soit _y-=F(x), et x—ru* ,ji étant un nombre entier 
d'autant plus grand , qu'on voudra obtenir une plus grande ap- 
proximation ; si l’on désigne par ZF (r+ j a) la somme de la 
suite 

F (ï •) H- F (| «*) + F (| «*) + 

il est visible qu’on aura d’abord à très-peu près Z = o»ZF (x+ÿ »). 
Pour avoir une valeur plus exacte , soit 

Z = »2F(x + »-*-£, 

on aura en faisant varier x de a*, et prenant les différences finies 
de chaque membre , 

= AZ — «F (x + i a). 

Développant le second membre suivant le théorème de Taylor , et 
observant que ^ —y = F (x) , on aura 



A » w , •* dF , o’ ddF 

A F 



cPF , 

^ — ? — z » j — ï 4" etc. 
a. 3. 4 djc* ' 

ddF v* 



*-* . l tt¥ i ddF a>* î d*F 

— ai a .- -T . - . -T-r — — 5 * fl • Tj — ' etc. 

2 djç a 4 dx* a ,3 o dx J 
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ou en réduisant , 



- •»/» i\ «MF 



O 



/l l\ <PF 

\4 $/ «ic 



«' /% 1 \ <f*F 

a.5.4\5 iG/dor* 



4- etc. 



On voit que le premier terme de la valeur de £ est ^ ^ ^ ; 
eusorte qu’on peut faire £ = ^ ^ + £'; on trouverait ensuite que 

le premier terme de la valeur de £' est — Mais pour 

connaître la loi de la suite qui exprime £ , nous laisserons indé- 
termiués les coeflicieus de ses différons termes, et nous supposerons 



Z = »2F(x + » + 



rnnst. 



(a). 11 suffira de déterminer les coefEciens a', b', c\ etc. dans 

dF 

un cas particulier; soit donc F(x)=e*, on aura 

= e T , etc. , Z=fe r dx — e * — t, 2F(* + >) = «4 "Ze- 

ï« 

—s— — ( c* — î), et la substitution de ces valeurs donnera l’équt- 
«" — 1 

tion suivante qui doit être identique : 
é * — i = - * ~ ' l -f- const. -f-( a'ai* + b' a 3 + c'a* 4- etc. ) e*. 



Faisant jr =o , on trouve la constante = — a' a’ — b' a 3 — c'a* — etc.; 
de sorte qu’en divisant toute l’équation par e* — t , il viendra 

= i — da % — b'a* — c'a*— f a* — etc. 

1 W “ r 0» J 

e* — t % 

Le premier membre est une fonction paire de a , puisqu’il 
reste le même en changeant le signe de a ; donc dans le second 
membre , tous les eoefüciens des puissances impaires de a sont nuis. 
Pour avoir égard h cette circonstance , nous ferons de nouveau 

— — - — — = i — A ai* 4- B» 4 — C9» , 4-Da»' — etc., (i) 

e 4 *— e -1 " 
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et la valeur de Z sera en général 

Z=»2F (x -K ®) + A.a>* X. — X 3 + C»‘ ~ — etc. 



Désignons par ^ , etc. , ce que deviennent les coefliciens 

dF ddF . , 

y etc. lorsque x = o , et la constante étant déterminée de 

manière que Z et x s’évanouissent en même temps , on aura 

Z=»IF(* + i») 4- A.'(^-g) 

-"(S-S) M 
+"<S-S) 



— etc.: 



c’est l'intégrale demandée prise depuis x = o jusqu’à x = n». 

(5). Si dans l’équation ( 1 ) ou met — an* à la place de e*‘j il 
en résultera 



- .* = i 4 - Aa»*4- B» 4 4- Cai* 4- D»* 4 - etc. 

«ni» ' 

Le premier membre peut se mettre sous la forme 




( Introd . in An. inf. , page i^a), et par son développement on a 



A = 


3 ( 


' ! 

/ a* 


+ 

HJI- 

1 


“i* +e,c 0 


'=i 


B = 


16* 4 ( 


f i 

a* 


+ h~ 


"i +e,c v 


^ 5760 


C = 


T®?! 


f i 


+ ?- 


-^ 4 - etc.) 


1= 3| 


D = 


âôëî» ( 


f 1 

^ a* 


+ r‘“ 


-|,4- etc.) 


\ LÎ 7 

' (isB)* 945 o 


etc. 
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D’où l’on voit que tons les coefliciens A , B , C , etc. sont positifs , et 
qu’ils décroissent suivant une raison qui approche de plus eu plus 

de — , de sorte que chaque terme sera environ le quarantième du 

4 r ‘ 

précédent. 

La manière la plus simple de calculer le9 valeurs numériques 
de ces coefliciens , est de les déduire du développement de la » 
fraction 

i 



= i + A<s* + Ca*' -f- etc. , 



' a. 3’ 4 + a. 3. 4-5 ’ 7§ * tC ’ 
d’où l’on tire 

A = 0-4 
B — 

C = Ô^ B 

etc. 



a. 3. 4-5 ’ Tïï 

» 1 JL , « I 

a. 3. 4-5 ’ i6 A a. 3. 4- 3.6.7 ' ®4 



Si on appelle S. la somme de la suite 1 + -f- + etc. , 

on aura encore 

B = w(' — è) s * 
c = î 4(' — 

etc. 

Et en général j N étant le n‘“* terme de la suite A , B , C, etc. , 
on aura 

N = ( l 3 ^) S "' 

Nous connaissons maintenant la loi des termes de l'équa- 
tion ( 2 ) ; mais pour que celte formule soit employée avec succès 
à la détermination de l’aire Z, il faudra prendre a> assez petit pour 

que le terme SfO el ^ cs su * vans puissent être né- 

gligés ; 
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gligés ; cl c'est ce qu’il est toujours facile de faire , à moins que 
l ] ne soit infini à l'une ou à l'autre limite de l'intégrale. 

Ainsi ce cas excepté , et à plus tortc raison celui où — de- 
viendrait infini à l'une de ces limites, on de'terminera l'aire Z par 
la formule 

z = .ïf 

la seconde partie étant la correction de la première. 

(4). Si le coefficient ^ était infini à l’une des limites de l’inté- 
grale , c'est-à-dire , si dans l’un de ces points , l’ordonnée était 
tangente à la courbe , il faudrait chercher par un autre procédé 
l'aire comprise entre cette ordonnée et une ordonnée peu éloi- 
gnée ; le reste de l’aire ne serait sujet à aucune difficulté. 

Supposons, par exemple, que -f- soit infini à la seconde limite 

de l'intégrale, et soit^ - = b l’ordonnée qui est tangente à la courbe 
en ce point. Si en faisant x — a— a, on a y = c t alors l'aire 
comprise entre les deux ordonnées c , b , sera à très - peu près 

g(ac-f-i). C’est ce qui résulte de la supposition que l’arc de 

courbe dont il s’agit peut être assimilé à un arc de parabole dont 
l'axe est parallèle à la ligne des abscisses. 

Il faudra donc joindre à la quantité | ( ae -f- b) , l’aire com- 
prise depuis x=0 jusqu’à x =a — a. 

Une counaissance plus intime de la nature de la courbe , pourra 
conduire à une valeur plus approchée de Taire comprise depuis 
x — a — a jusqu’à x = a ; mais la détermination précédente suffira 

t/K 

dans presque tous les cas, et le procédé serait le même si était 
infini à la première limite. 

De même si n’est pas infini à l’une des limites de l'intégrale , 

mais que ^ le soit , ou qu’il ait une valeur très-grande ; alors il 

conviendra de calculer d'une manière particulière Taire de la por- 

4o 
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lion de courbe, dans laquelle ce coefficient a une valeur trop grande 
pour que la formule (a) s’y applique avec surctc'. 

(5). CliPrrîinnc maintenant UlbUl |' V uV « v*vU« «r Jw stMUS 

formule, lorsqu’entre les limites de l’inlegrale il y a un point où 
la valeur de x rend infini soit le coefficient , soit l’un des deux 

ax ’ 

suivans j'observe que si x=«ety =C sont les coordon- » 

nces de ce point singulier, on devra avoir en général 

S = e+ A(x-*f+BCx— *f + '+C (x-af +a, + etc.; 
ft étant un nombre fractionnaire positif, et » un nombre également 
positif, mais qui peut être supposé égal à l’unité , excepté dans des 
cas extraordinaires. J’observe de plus que comme la courbe est 
supposée former une branche continue depuis x = o jusqu’à i — a J 

a étant > * , il faut que /x soit représenté par une fraction - dont 

le dénominateur sera toujours impair , afin que la supposition de 
x — a. négatif ne rende pas imaginaire^ — G. 

Supposons maintenant que l’intervalle u qui est une partie aliquole 
de a , en soit une aussi de a, ce qui est toujours possible en retran- 
chant une petite partie de l’aire proposée, et ajoutant ensuite la 
parue retranchée; l’intégrale finie (a: -f- r ") contiendra les 
deux termes a>F ( a — i *) + »F(« + i u) qui répondront à la 
partie d’aire comprise depuis x=a — u jusqu’à ,*=»-(-» , et la 
formule (a) supposera que cette partie d’aire £ est représentée par 
la formule 



S" ® lant ,es valcurs de qui répondent aux abscisses cl — a 
et a -f- ai. Or la valeur supposée de y donne 



F(«+^) = CH-A(i*y‘ + B(>f + ' + etc. 

F C«— î“) = f+A (— » M + B(— i«y*+ r +elc. 

~Sx ~ + B + 1 -j- etc. 

£ = r“+ b(m+oc— r**"* + «te. 
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J 



5i5 



Donc 

«= rf *+^ + '(^+5)c 1 +(- I /‘] 

+ (-^ + c+!) [i+c— ,y‘ + ’]+«ic. 

Mais l'intégrale ^}x£r, prise depuis x = « —et jusqu’à x=a u 
a pour valeur exacte 

Ai™ l.eorreciion qu'il ü„i ,ppli,„„ à £ ou à 2 pour .voir U vraie 
TaJeur de 1 aire que l’on cherche, sera 

+ B -' +,+ ' C-+i+7 - t* ■ - u+c-r»i 

Il faut dans cette formule distinguer deux cas , selon que p est de 
la forme ou supposant d’ailleurs r = i , ce qui ne peut 

souffrir que très-peu d’exceptions , on aura dans le premier cas , 

<TZ = aÀa/'+Y-L- ! ü'N 

V+» a i“ a 4/» 

et dans le second cas. 



<fZ = aBa/'+T _i 
L#»H 



+ a nf+> 



■ma 



Soit F( a-f-i») — aF(a)-{-F ( * — ;ûi) = M, la quantité M sera 
connue par les termes qui composent 2a*F (x-f- { ») , et au moyen 
de cette quantité , on aura dans le premier cas , 

/Z = Moi i — -^7-') , 

et dans le second 

efZ= Ma* ( 



i H-* 



(/H-') i m+ ' 



■> 



V*+* * 34 

Ainsi on connaîtra La correction h appliquer à la somme trouvée 




iC3 TROISIÈME PARTIE. 

pourvu qu’on connaisse l’exposant n qui sert à caractériser le point 
singulier qui rend infini un ou plusieurs des coefficiens ^ ^ , 



fPy • • 

On voit en meme temps que 

petite lorsque p sera de la forme 



la correction sera beaucoup plus 
^ que lorsque sera de la 



forme : ainsi le cas où r devient un maximum ou un mi- 

2/ + 1 ' J 

nimum lorsque x= a., est celui qui exige la plus forte correction. 
L’autre cas n’apporte à la formule qu’une correction très-légère et 
souvent négligeable. 

(6). Lorsqu’on aura reconnu que la portion de courbe qu’on veut 
quarrer , a un point singulier déterminé par l’équation 



y — S = A(x— (x — etc., 

on pourra , par une transformation fort simple , prévenir l’inconvé- 
nient qui naît de la valeur infinie des coefficiens ^ 11 
suffit pour cela de faire jr = a-\- (s — fy, m étant le dénomina- 
teur impair de la fraction égale à m ; alors y deviendra une fonc- 
tion connue de z, et si l’on prend on aura fjdx — 

fm (z — Cette nouvelle intégrale devra être prise depuis 

a = o jusqu’à z=\/a.-\- j/(a — a); et dans tout cet intervalle , 
la nouvelle courbe qu’il faut quarrer et qui a pour ordonnée la 
fonction m(s — f) m ~ 'y, n’aura aucun point singulier; de sorte que 
l’application de la formule (a) ne sera sujette à aucune difficulté. 

(7). La plupart des méthodes qu’on donne ordinairement pour 
trouver par approximation l’aire d’une courbe , sont moins exactes 
ou moins commodes dans la pratique que celle que nous venons 
d’exposer. Je regarde surtout comme l’une des plus défectueuses , 
celle qui suppose que l’ordonnée de la courbe est représentée dans 
toute son éteudue par la formule - 7‘= «-}- bx -f- cx'-f-ex’-f- etc. , ou 
par une formule équivalente ; car de ce qu’une courbe passe par un 
grand nombre de points d’une courbe donnée , il ne s’ensuit pas 
que les deux courbes soient fort approchées l’une de l’autre ; il peut 
arriver au contraire quo les deux aires , malgré tous les points 
communs, soient aussi différentes entre elles qu’ou voudra. 
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La seule méthode pratique qui soit à la fois simple et exacte 
pour les quadratures, consiste à diviser la courbe par des ordonne'es 
équidistantes, de manière que les arcs compris de deux en deux 
ordonnées , soient assimilés à des arcs de parabole. Désignons par 
c f c t d' ... .c*** 5 la suite des ordonnées qui répondent aux abscisses 
o,i», &>, j a>... . nai ; l'aire parabolique depuis x= o jusquax=a* 

sera exprimée par g ( c -f- 4 C< c ")> de même l'aire parabolique de- 
puis x — c» jusqua x= 2 ce , sera g ainsi de suite. 

Ajoutant toutes ces parties , on a pour l'aire entière S, com- 
prise depuis x = o jusqu'à x = not , la formule 

S = g(c+ 4 c'-j- ac"-f + c<">) . . . (3) , 

ou , ce qui revient au même, suivant les dénominations précédentes, 
S = l [F(o) +4F ( » + aF(-) + 4F( l ») . . .-KF(x-i») ri-F(x)]. 
Cette formule peut s’écrire ainsi : 

S=-g-[ F (o) — F (x)] 

ri-^f [FC» + *(!•) + F(!«). . . .+F(x-»] 

+ |- [F ( » ) + F (a.) ri- F(3 »). . . -ri- F (x — «) + F (x)]. 

Mais d’après la formule (a), l’aire comprise depuis x = o jusqu’à 
x—na> étant appelée Z, on aura 

Z = « [F(»+ F (Î«) + F (§»)...• F (x — 4«)] 

Àû)*P — BadQ -+- C»‘R — etc. , 

P, Q, R, etc. dépendant de la valeur des coefficiens différentiels 

C ’ 5? ’ S? > etc< anx ^ m ‘ les de l’intégrale. 

Si on appelle Z' l’aire comprise depuis x=i m jusqu'à x=(n+ ; ) <a, 
l’expression de cette aire sera semblablement 

Z = » [F (») ri-F (a») -f- F (3a>). . . .-{- F (/»«)] 
ri- Aai*F — B« 4 Q'ri- Ca*‘R'— etc. , 
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en désignant par P / 3 Q' 3 R', etc. ce que deviennent P, Q, R, etc. 
lorsqu’au lieu de x on met x + i Mais si on désigne par 4 l’ac- 
croissement de l’aire Z lorsque x devient x j et , et par 4° ce que 
devient 4 lorsque x=o, on aura Z' = Z -f- 4 — 4*- 

Or ayant Z = fdx F (x) , on eu de'duit 



4= 




' dV 

a. 4 3x 



•' dd F 

a. 3. 8 ’ dx* 



etc.. 



et par conséquent , 



4 * = 



» F » *»• <n° 

2 a. 4 ‘ dx 



r» 1 ddF* 
a. 3.8* ~dlf~ etc ’ 



t 



On tire de ces équations , „• 

®) + F ( ? «0 * • • + F C* — ï »)]= Z — A m 'P+Bn^Q — etc. 
a»[F( at )+F( 2 a>). . .-f-F (x)] = Z-f-4 — — Aai*P'+B»'Q' — etc. 

Substituant ces valeurs dans celle de S, il viendra 
S=^(F*-F)4-Zr+K4^-A»*(^)+B^(^)-etc., 
ou , en substituant la valeur de 4 — 4% 

c _ 7 _ «* 1/& dFA «* 1 /ddF ddF<\ 

a. 4 3 \rfx* dx ) a.3.8 * §\dtc* dx* / 



x. /£F _ d>P 

a.3-4 - 16 " 3 \rii‘ dx 



r ) + 



etc. 



- A “- (ttt) + b «‘ ( î 2 ï s ) - «"• 

,, . _ JF r/F* . . 

Mais on a P = ^ — si dans cette quantité on met x-j-{ a 
la place de x, g deviendra g + \ • ^ + ; . ~ . g + etc. ; 



a 

donc 



p, _dF d F» » /drfP ddV°\ \ .* /<PF d-’F*\ , 
r/x r£x 2 \ r/r* rfi* / 1 i * À vd^r "** "57 J " ' 



de même ayant Q = 



a \ dx* 

£F 
dx J 

dx* dx* 



3 4 \dx* dx 1 y 

, on en déduira 



dx*/ 

rFF* 



etc. : 



rTF tPF> . i /d* F 

— -3P"+â“Cd5 — 



f d*F 






dîT/ 



Digitized by Google 




DES QUADRATURES. 5ig 

Gela posé , en faisant les substitutions et rejetant les puissances 
de <» au-delà de la quatrième , on aura 



S = Z 



. ** Af 5 F (Î F*\ 

+ Ï8KVSr î “'3S r ; î 



d'où l'on voit combien est petite la différence entre la râleur 
exacte de l'aire Z, et sa valeur S approchée par une somme d'aires 
paraboliques. 

Ainsi dans la pratique on pourra, si l’on vent, s’cn tenir à la 
formule (3) qui donne la valeur de S, et y ajouter la petite correc- 
tion que fournit la formule précédente pour avoir une valeur plus 
exacte de l'aire Z , ce qui donnera 



Z 



S — 



»< MV æ F’S 

aK8o 



Au reste la formule (3) suppose le calcul de deux fois plus de termes 
que la formule (a) ; ainsi à ce titre seul , l’usage de la formule (a) est 
préférable. 

(8). Nous avons suffisamment expliqué dans ce qui précède , 
comment on peut trouver une intégrale proposée fjdx entre deux 
limites données x — o , x — a ; et nous avous donné les moyens 
de pousser l’approximation jusqu’à tel degré qu'on voudra fixer. 
Mais si l’intégrale devait s'étendre depuis x=o jusqu'à jr = <x > , 
on pourrait craindre que la méthode ne fut impraticable, puisque 
l'intégrale finie 2s*F contiendrait alors une infinité de 

termes. La réponse à cette objection est que si l'intégrale cherchée 
doit être une quantité finie, seul cas où il y a lieu d’en faire le 
calcul , l’ordonnée F (x) doit décroître avec beaucoup de rapidité 
lorsque x devient un peu grand , de sorte que les termes qui 
composent ZcuF ( ar — (— <k> ) ne larderont pas à devenir très-petits 
et entièrement négligeables. 

11 est facile au reste de remédier à cet inconvénient par une 
transformation. En effet si on fait , par exemple, x == ïïL ' i * 1’“*- 

tégrale fydx sera transformée en une antre fYih , dans laquelle 
P sera une fonction connue de z et qui devra être intégrée depuis 
*=o jusqu'à z = i. 

On pourrait encore faire x x=k tang i p , k étant à volonté ; et la 
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transformée en p , qui serait de la form e/Qdp , devrait être intégrée 

depuis p = o jusqu’à p = i *, 

En général c est par la nature de la question qu'on jugera tl« I» 
substitution qu’il convient d’employer, préférablement à toute autre, 
pour transformer l’intégrale proposée en une autre qui soit comprise 
entre des limites finies. 

Construction de la courbe dans laquelle l'arc s est donné 
en JonctioTi de la quantité 

(q). Soit s l’arc d’une courbe, 8 l’angle que la tangente à l’extrémité 
de l'arc fait avec la ligne des abscisses , ensorte qu’on ait tang = 

si l'cquation de la courbe n’est pas donnée , mais qu’on ait sim- 
plement l’expression de l’arc s en fonction de l'angle 8 , savoir 
s = F (8) , et que de cette expression on ne puisse déduire les 
valeurs des coordonnées a: et j, parce qu’elles dépendent d'inté- 
grales trop compliquées , il s’agit de trouver au moins par approxi- 
mation les valeurs de x et y qui correspondent à une valeur donnée 
de l’angle 9. 

Puisque s est une fonction connue de 8 , on pourra supposer 
ds = Qd9 , et alors les valeurs de x et y dépendent immédiate- 
ment des quadratures , puisqu'on a x=/Qr/8 cos 8 =yQ(/8siu 8. 
On pourrait donc faire usage de la méthode donnée dans le chapitre 
précédent pour calculer les valeurs de xetde_yqni correspondent 
à une valeur donnée de 8. Mais la courbe se construira plus 
facilement par une méthode particulière que nous allons exposer. 

Supposons que depuis un point donné où 8 = a, jusqu'à un 
autre point quelconque où 8 a une valeur donnée , on veuille 
conuaitre les valeurs de x et de_y ; on divisera l'intervalle 8 — a, 
en un certain nombre de parties égales , d’autant plus petites qu'on 
voudra pousser plus loin l'approximation. Soit a une do ces parties, 
etn leur nombre, ensorte qu’on ait 8 = «-f- tut. 

Au moyen de l'équation donnée cuire s et 8, on calculera succes- 
sivement les valeurs de » qui répondent aux angles * , a et , 
a -f- 3o> . . . a -f- nu , et on prendra leurs différences consécutives. 

Soit 
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Soit Ai l’une de ces différences supposée correspondante à l’angle 
fi, ensortc qu’on ait s = F (0) , i -J- Ai = F( fl -f- a» ) , on aura pour 
premières valeurs approchées de x et y , les formules 

x — 2 As cos (8 + » 

J — 2Ai sin ( S -f- », 

où l'on voit que chaque Ai est multiplié par le cosinus on le sinus 
de l'angle fl-f-jai, moyen entre l'angle Ô qui répond à l'arc s, 
et l'angle S-J-» qui répond à l’arc s -f- Ai. 



(io). Il faut voir maintenant quelles sont les corrections qu’il 
faut appliquer à ces premières valeurs approchées. Pour cela cher- 
chons en général la valeur de £ d’après l’équation 

x = 2Ai cos 

on aura 

AS = Aor — Ai cos ( 6 + ï a* ) ; 

Or en regardant x et i comme fonctions de fl , on a 



A «fi . I 

As = “ Tt + 

dx 



d(h 

d(l* 

ddx 



Ax =“ -ji + - • + 



t/8* 



“ S «fi | , 

« 5 «Tj . 

a. 3 ’ *+* etc ’ 



On a en même temps 

cos (8-f-j«) = cos8 — %in 6 — ^ ^ cos 8 -f- 1 ' ■ j . ^ sinfl-f-etc. 
Mais de ce que dx—ds cos 8 , on déduit 



dx 

~iï 



ds i 

J* C0S! 



ddx dds a ds . n 

■3f = dF cosB - ïï s,n9 

tPx «fi fi dds .fl ds fl 

3e'=3F cos0 — a 27 s,n0 “ 35 COS0 

d*x «f‘i i, _ «Pi . a _ <f*i a . ds . a 

dp ~ dsi C °S0— 3 sm fl — 3 ^cosfl-f-^sinfl. 

etc. 

4 * 
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Ainsi on a d’une part, 

ùsr = cas 0 — £ sin 8 — ^3 cos fl + sia 8 H- etc.) 

+ § (ï cas 6 - a ^ sia 8- 5 ^ cas 8 4- Ce.) 

+ £ (ri e0! 8 - 3 A “ 9 _ '“■) 

et d’autre part. 

Ai cos (0 + i »)— 2à(® cos0 — sin 9 — ~ cos 0 + ^pg sin fi + elc> ) 
+ èF (ï cosfl — J sinfl — ^ • ; cos 0 H- etc.) 

+ ï- (o cos9 “ A * î sia 0 “ e,C ) 

+ È(ïX 4 COS0 - ctc ’) + elC ’ 

La différence de ces deux quantités donnera , en s’arrêtant aux a 4 , 

A ? = - Ïï feS* cos0 -^ sia8 ) 

— w (tt si “ 0 + ts cos 0 ) 
-^(o- 4 sin0 > 

Soit £ = Pa»*-HQ» 5 + R&> 4 , on aura 



a y , rfP i »- 
A$ = •» gj + - 



«fl ddP 

a - 3F 



,dQ 

■ ai w 



Ainsi les coeflicicns P et Q devront être déterminés par les e'qnations 



d? 

dV 



ds 



dds »in 0 



' dà * a. 3. 4 dl> * 3.4 



i dd? , dQ ds ain 0 dds cos 0 tTs aii 

à TF lit ~ Je ’ ~ 4 S df ’ Te dï 1 ’ 1 

f.a première donne en intégrant, 



ain 0 



_ rfj » int . i -, 

P = — jî . — 5 — ; -J n—r JOS COS 0, 

rfï a. 3 . 4 a.o. 4 J 



Digitized by Google 




ou 



DES QUADR ATURES. 

ds ?in 9 



525 



P = -i-fïî + 01 + constante. 

L’autre donne -^ = o;ona donc pour première valeur corrigée 



:= ZAs cos (fl + j et) — ^ Q? sin 0 — £ x -f const.) ; 



et puisqu'on a trouvé Q = o , il est clair que ce résultat est exact,' 
aux quantités près de l’ordre u*. En poussant plus loin l’approxi- 
mation, on trouverait 



4-= Z As cos (6 + J- a) — sin fi — j .r-f- const.) 




sin 9 — gi + const.) ; 



et ce nouveau résultat est exact aux quantités près de l'ordre »* ; 
car la série du second membre ne contient aucune puissance impaire 
de ai , ainsi qu'il sera démontré ci-aprcs. 

En examinant de plus près cette valeur de x , on voit qu'elle 
peut être mise sous la forme 



1 *' n J - = Z As cos ( 0-f-i ai) — ^^jSinfl-f- const.) 

. »* /(Pi . a , - Ms n i ils ■ a „ \ 

+ ^ U 1 sm 6 + 5 d? COS 8 — a a s,u 8 + consl.) ; 

d’où l'on tire 



* 2 cos ( 8 + » — sin 8 + const ') 

+ (jï si " 8 + 5 W cos 6 — ‘ 5 % «n 6 + const.) 
— etc. 



Les constantes renfermées dans les parenthèses sont telles qu’elles 
doivent faire disparaître les quantités jointes, lorsqu’on suppose 
dans celles-ci 0 = a. 

La forme do cette expression est assez évidente, mais il importe 
de déterminer la loi de ses coelücicns ,afin de pouvoir la prolonger 
indéfiniment. Pour cet effet, nous prendrons une forme particulière 
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de s, telle quelle puisse indiquer, aussi simplement qu'il est possible, 
les différens termes de ce développement. 

(u). Soit doncî=e m8 — c ma , afin qu’on ait s = o lorsque 0 ==*; 
les coordonnées x et y se détermineront par les équations diffé- 
rentielles tlr—ds cos 6 =md 9 e m * cos 0 , djr —ds sin 0 = 0 , 

dont les intégrales sont 

i ) ,r = m'c rni cos S -h me mS sin 0 -f- const. 
f m ' 4- j) y = mV n5 sin 8 — me m cos 0 -f- const. 

Dans ce meme cas , on aura As = e m9 (e m ' J — 0 » el 

2 As cos (0 + » = ( e” 1 " — 0 cos (« + *») 

cos ï m çml cos g _i_ k . — r 1 ^ - in • “ g' n *sin 0 -f- const. , 

Re m * K'™' 

formule où l’on a fait pour abréger , R = e mu -f- e -m "— a cos ». 
Cette valeur de 2 peut se mettre sous la forme 

cos > . e"> 5 cos 9 — a>in y n ‘* e m9 cos 0 H R sin i «e m5 sin 0+ const. 

Soit donc 






^-2As cos (0 + î») — 



m 9 

e cos 



e m5 sin 0 -j- const. 



et on aura en faisant les substitutions, 

( m* «*in«\ 

>coti«-^ r qrr r ) 

*+" V, ïi m* + J 

On remarquera d’abord que cette valeur de g' ne change pas de signe 
lorsque » en change , et qu’ainsi le développement de g' ne contient 
que des puissances paires de », comme nous l’avons déjà annoncé. 

(ia). Il faut maintenant développer la valeur de g' suivant les 
puissances de en ; et pour cela j’observe qu’on a 



« «in u 



ÜT4 + 3-4.5.S ^ 5.4 6 ^ 3-4 ‘Q 



n»*-H 



m * — i . m*— m*+î . , m" — I , 

• + TT • + T4T5TT 5.4. ~ » -’ * + etc ’ 



3.4. 5.5 
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Celle quantité étant fonction de m, je la désigne par ^(m), et je re- 
marque qu’en faisant rn = o, on aura 1 — £ a col- u> — 4' (o). Sup- 
posons qu’en effectuant le développement on ait 

4 (m) = A“û>* 4- B "« 4 -f- C"a> 8 4“ etc. 

*(0) = A“u»* + C°ai‘ -f- etc. 

Comme le premier terme A" = ^ = A*, on aura 



>cot>-. + _ 7 i r -_ï^=(B»-B0 « 4 4- (C" — C*) oi*+etc. , 

7710 

c’est le coefficient de e cos 6 dans la valeur de £' : on aura sem- 
blablement 



.(e”— — g - ”’ 1 ') 
m R 



_ 3-4 



a»»*— » 4 , - 
' 3 . 4. 5 . 6 ** ^3 4.5 



3 m*— am*q-i 

il 



m'+i 



« +• 



3.4 



m ■ — m‘+ 1 

T475T6' 



»* + etc. 
* 4 - etc. 



Appelons cette quantité <I> (ni) , et supposons que sou développe- 
ment donne 



<I> (m) = «“ai* 4” ê m ù>* 4- y m cu ( 4~ + etc. , 

on aura enfin 



% = [(B“ — B“) a. 4 4- (C-— C*) ai 8 4- (D" — D*) 4- etc.] e n * cos 9 
4- («"<.*4- ë m ct * 4- >“** + etc.) me" t> sin G 4- const. 

Ces suites étant développées jusqu’à telle puissance de a> qu’on 
voudra , et les coefliciens B*, C", D - , a", ë m , y m , etc. étant expri- 
més en fonctions de m, on fera les substitutions mc"^ z=‘{ 3 . 

’ db‘ 

ni*e m5 = ~ , tn‘e mS = , etc. , et on aura la valeur de Ç', quelle 

que soit la fonction de G égale à s. 



(i5). Si par exemple on veut développer la valeur de £' jus- 
qu'aux m* inclusivement , on fera d'abord le développement des 
fonctions 4“ (m) et 4>(/n) en s’arrêtant aux <u‘ ; ce qui donnera 



■4 (m) — 
<t> (m) =: 



* . - 




5m* — lC77J a -f- 1 


GO 

12 


720 “ + 


■440.31 


' (m ‘- 3 ) 4 < 4 - 


m' — 1 om” 4- 5 


13 


720 


1440. ai 



ù> 8 



Difitü 




3a6 troisième partie. 

Ces deux valeurs sc déduiraient l’une de l'autre en mettant — au lieu 

m 

de ni, supprimant les dénominateurs et changeant les signes des 
termes pris alternativement ; c’est aussi ce qu'on déduirait de la 
forme des fractions dont le développement donne les fonctions 'P (m) 
et <î> (/n). 

Substituant ces valeurs dans la formulo 

£’ = ['P (m) — 'P (o)] e"‘ 5 cos 8 + w4> (m) e mî sin 0 + const. , 

on aura dans le cas supposé , 

>.» 3 - 4 , m8 « . 5 m‘ — 10m* . mS - 

t— m'e cos 8 H 5 — ; u* e cos 8 

7:10 * 3 oo 4 o 

+ “* m3 . / , _ . mi . a 

— me sin 8 — — (nr — 3 ml e sm 8 
i a 730 ' J 

■4- (."** — 10,7,1 -l - 5m) e m5 sin 8-f- const. ; 

et par conséquent la valeur générale de est 

? t s i I, 8~*- < “ @ «u 8 -f-3 ^cosQ - 3 J sin 8) 

+^(£ 8infl+5 S cosa - ,0 S sin8 — IO S co,Ô + 5 Æ sinfl ) 

4 - const. 

Cette formule est telle, qu’on voit au premier coup d’œil la loi que 
suivent les facteurs différentiels ; quant aux coefliciens constans — , 

~ 7 J ~i 4 Ô > elc ' > *1* ne sonl aulre chose que ceux qu’on déduit 

du développement de 'la quantité 1 — £ ai cot y »; de sorte que 
si on fait 

1 — - en cot y « = A^cs* -f- C°ai*-f" D*«* + etc. , 

Ou aura généralement 

£' = const + A*a>* — s cos 6^ 

4-C-.‘(iîiÿU-.cojl) 

— etc. 
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La constante est telle, que la valeur de devra s’évanouir au com- 
mencement de l’intcgrale où s = o et 6 = a ; il faudra donc de 
chaque coefficient différentiel réduit en quantités finies , rclrauchcr 
ce que devient ce terme lorsque s —o et 0 —a. 

(i4). L’état de simplicité où nous avons réduit la valeur de 
fait présumer qu’il est possible de parvenir à cette formule par une 
voie plus directe et moins laborieuse. Mais sans nous arrêter à 
cette recherche , nous nous contenterons de vérifier la formule 
trouvée, dans toute son étendue, au moyen d’une valeur de s qui 
permettra de trouver généralement, et d’une manière fort simple, 
la différence d’un ordre quelconque de s sin fl. 

Nous choisirons pour cet objet la valeur s=sina9 qui donne 
s sin 8 = £ cos (« — i ) 6 — j cos (o -f- i ) fi. On aura donc par des 
différentiations successives , 

rf( rfT~ = “ 5 (*“"0 sia («*— 0 0 -K ("+ 0 sin (fl-f-, ) fi 

i ("—O 1 0—0 6 — Ï (û*H) s sin (a-f 1 ) fi 

_ _ i(a— j)* sin (fl— i) S + ï (a+t) s sin (a+i) fi 
etc. 

Substituant ces valeurs dans celle de on aura 

£' = — (A*«*+B°» 4 (n — i)‘+C°ai e (a — i)‘-f-etc.) sin(a — i)fl 

(A’®*-f- B'a> 4 («+i )*-f-C’»*(a+i ) 4 + etc.) sin(a-fi)fi 

— ( A*«'-f- B'ii) 4 -f- C*ce)*— f— etc.) s cos fl. 

Cela posé , puisqu'on a en général A 'a* + B’a 4 -f- C'a* etc. = 
i — i a cot ja, les suites comprises dans la valeur de £' sont faciles 
à sommer , et il en résulte 



£'= [■ — i («+0« col ("+')'] 

— ( i — ï MCOt j «) [ïSiu(a-f-i) 9+(sin(fl — t)0]. 



y 
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Je n’ajoute pas de constante , parce que je suppose 0 = 0 au com- 
mencement de 1 intégrale. 

Mais de la valeur s = sin on déduit ils — adô cos a9 , 
dx — aifi cos <j 9 cos 0 = i ad9 cos (a-f- i) 8 -+- ~ <ul 8 cos (a — i) 0, 
et par conséquent 

x=— ■ sin (a + i ) 0 + sin (a— i ) 9. 

Or nous avons fait 

j: = * * 2A s cos (fl-f-ï®) — ; 

iin i • ' ' 

ainsi il ne reste plus à vérifier que l’équation 

, . a» \ x am 

£ sin — ï «n *— 

2 As cos (0+ » = sin (a+t)0 -f- - sin ( a — î) 0. 

sin(a-f-i)~ sin (a — i)- 

Prcnant les différences de part et d’autre en supposant que0 devienne 
0 _|_ o } on trouve que l’équation est entièrement identique. 

(i5). La formule générale trouvée pour la valeur de est éta- 
blie par là d’une mauicrc certaine ; car s’il y avait dans la suite 
générale un seul terme qui ne fût pas conforme à la loi observée , 
ce même terme se retrouverait dans l’application au cas dev=siua0, 
puisqu'il n’y a pas deux termes qui soient affectés à la fois d’une 
même puissance de o> et d’une même puissance de fl, et que d’ailleurs 
il n’existe aucun terme dans la formule générale qui n’ait son cor- 
respondant dans la formule propre au cas particulier. 

On aura donc généralement 

x = ^ 2A s cos ( 0 + t») — X(0)4-X(«), 

X ouX(0) étant une fonction de 0 représentée par la formule 
X (0) = — s cos 0) 

— B”»* Ç 1 (jjs' — ■+■ s cos 0^ 

+ C *«/ (■ — ^ — 1 — r cos 9) 

— etc. , 

et X (a) représentant une fonction semblable de *. 
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Si l'on change 0 en 90° — 0 et a en — », la valeur Je x devien- 
dra celle dey ; ou aura donc 

r - = sfe; * in ( fl +> ) +Y (0) - Y 00 » 

T ( 0 ) étant une fonction de 0 donnée par l’équation 

Y ( 0 ) = A*»* ^ + s sin 0 ) 

-B W (fissia 6) 

H-C-»‘(^^i> + ,sin0) 

— etc. , 

et Y (a) une fonction semblable de et. 



(16). Nous remarquerons que les coefîiciens A°, B*, C% etc. ont 
des rapports fort simples avec les coefîiciens A , B , C , etc. dont 
nous avons fait usage dans le chapitre précédent (art. 3 ). En effet, 
si dans la formule 

1 — -j « cot J- « = A“»* + B °» 4 + C”»' -f- etc. , 
on met 3» à la place de », on aura 

1 — u cot » = A°. a*»* -f- B’ . a 4 » 4 -f- C*. a s »*-j- etc. 

Mais on a — — = cot \ u — cot a ; donc 

= i -f- (a* — a) A 5 »*4-(a 4 — a)B”û» 4 + ( a* — a) C'ai'-f-etc., 

et il en résulte 

A= 1 +(■ - >■*■-+- 0 -?) B *" 4+ ( i - + c,c - 

Mais dans l'article cité, on a fait . * , - = t-4-A»'+B» 4 -j-C»’-{-etc. ; 
* no ê • 

donc 
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A — ( 


_ ±> 


| A* 


OU 


A* — 


aA. 


f 




W 2> 






2 I 


îa 


B = ( 


-V) 


| B” 




B* = 




i 




s »V 








a‘ — 1 


720 


c — ( 


s 


IC* 




C“ = 


2 f C 
a 5 — a 


3ca4<> 


D = < 


-.—ii 


I D° 




D* = 


a T D 


« 


V a V 




a ? — i 


1209600 


etc. 








etc. 







La suite A% B', C*, D% etc. a cela de commun avec la suite 
A , B , C, D , etc. , que le rapport de deux termes consecutifs con- 



verge vers la limite mais ce rapport est moindre encore dans 

i . . B' i C' i D' i 

Jcs premiers termes , puisqu on a , jj, == — , g T == — , et 

on voit que dès le quatrième terme , le rapport est presque égal 
à sa limite. 

Dans l'application de ces formules, il conviendra de prendre t» 
assez petit pour que le premier terme ou les deux premiers au plus 
des corrections X(8), Y (8) suffisent pour le degré d'approxima- 
tion qu’on a en vue ; ainsi tout dépend de la grandeur des coeffi- 

c ‘ ens di> 3F» T 1 ‘1 faudra calculer d’avance pour le premier et 
le dernier point de l’arc de courlie dont on veut connaître les 



coordonnées. Lorsque la courbes très-peu de courbure, ces coefli- 
cicns sont très-grands; alors il faudra un plus grand arc de courbe 
As pour répondre à une même différence AS, et il n’est pas éton- 
nant que les corrections à faire à la somme des différences finies , 
pour avoir la somme des différences infiniment petites , soient plus 
considérables. 11 faudra donc prendre dans ce cas u plus petit que 
si la courbure était plus sensible. Voici au reste un exemple dans 
lequel se trouvent reunies toutes les difficultés qu’on peut rencon- 
trer dans ces sortes de calculs , avec les moyens de les surmonter. 



Application de la méthode précédente au calcul de la 
trajectoire d’un projectile. 



C 1 ?)* IVous prendrons pour exemple la courbe décrite par un 
projectile dans un milieu de densité constante, et dont la résistance 
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est proportionnelle au quarré de la vitesse. L'équation de cette 
courbe ne peut s’obtenir en ternies finis que daus le cas d'une ré- 
sistance très-petite ou d'un angle de projection très-petit ; mais on 
peut y suppléer par une équation entre l’arc s parcouru depuis le 
commencement du mouvement et l'angle 9 que la tangente à la 
courbe fait avec l'horizon. Cette équation est 



h cos *« 






f (6) désignant la fonction -(- log tang ( 45* 4- 0) , et f(a) une 

fonction semblable de l'angle et , valeur iuitiale de 9. 

Supposons l’angle de projection a. = /p°> et la titesse de projec- 
tion telle qu’on ait | = io, nous aurons, en prenant A pour l’unité , 



e'=,+5/(»-5/(fl). 

D’après cette équation , il s’agit de trouver les valeurs de x et jr 
au sommet de la courbe ; on se proposera ensuite de calculer l’am- 
plitude de la branche descendante. 

Il semble d’abord qu’il suffit de calculer les valeurs successives 
de Axel Ay en faisant varier 9 de 5*, depuis 0 = 45* jusqu'à ô=o\ 
Mais dans la partie de la courbe comprise depuis 8 = 45’ jusqu’à 
8 = 40 *» la valeur de As se trouverait très-grande , parce que la 
courbure est très-petite dans cette partie, et c’est ce qui résulte des 

valeurs de , -jjjr , etc . , qui sont très-grandes lorsque s = o ou 
0=45*. 

En effet de l’équation donnée on tire 



ds )cc~* 

di coj'S 



dds - . a ds ds % 
d's /„ . a dj\ dits 



ds /_ „ ds\ dits , 

W = ( 3 an 8 9 - 3 Si) df + 
Si l’on fait dans ces valeurs 0= 4 5“ et s=o 



3 df 
cos‘3 ’ di‘ 

, on aura 
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J°g (— -%) = i.45i545 
*= 3 ■ 04587 1 
lo s(“ w) = 4-7 23285 - 

Ces quantités vont en augmentant asse* rapidement, et en faisant 
varier 9 de 5 % les corrections se trouveraient trop considérables. 
C’est pourquoi il convient de ne le faire varier que de 1°, et alors 
le second terme de la correction X ( 9 ) — X (*) n’influera que sur le 
septième ordre de décimales. 



(18). Soit donc u = — i° = — , et proposons-nous d’abord 

de déterminer la portion de courbe comprise depuis 0 = 45 ° jusqu’à 
9=40'. Voici le calcul des valeurs successives de As, As eoS( 9 -|- 7 a) T 
As sin (9 + î ni). 



9 . 


S . 


As. 


A s coi (9 + ï “)• 


As tin (9 -+-i *)» 


45 * 


O . OOOOOO 


0.39378a 


0. a 801 5 a 


0.375505 


44 


0.39278a 


0.3691 i 5 


0. 196309 


0. 185347 


45 


0.661897 


0.303695 


0.14944a 


0 . 1 56 g 36 


4 a 


0.864593 


0. 161384 


0.130795 


0. 106870 


4 » 


1.035876 


0. 1 33064 


0. 101 185 


0.086418 


40 


1 . 1 58940 


Sommes. . . 


. 0 . 84678 1 


0.790778 



Ces sommes doivent être multipliées par le facteur -.** ; or on a 



»m j « 



1 + 5JK» el faisan ‘ n = £j + 



7 “ 



5760 ’ P u,s U ~ ISô * 



on trouve log 0 = 5 . 1 o 3547 » ce T 1 * donne 

Pour les sommes 0.846781 0.700778 

les corrections -f- 0.00001 1 -f- 0.000010 

0.84679a 0.790788. 

Pour avoir les corrections désignées par X (a) — X ( 9 ) cl Y (a) — Y(fl), 
il faut d'abord calculer les cocfliciens ^ pour la valeur 



4 
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j = 4o\ On trouvera par les formules ci-dessus, 

L (— 3f) = o-843 9 i6 

L (~lïf) ~ »- 83 * 563 

L (-S)= 3 -° 5a45a - 

D'ailleurs on a L = 5 . 404573 et L =0.1 10176 ; de là 

résulte 

X ( 9 )= — 0.0001 189 Y(Ô)= — o. ooot357 

X(a) = — o.ooo 5 oa 6 Y (*) = — o.ooo 5 o 3 i 

X(6) — X(a)= 0.0003887 Y (fi) — Y (a) = 0.0003674. 

Appliquant ces corrections aux sommes trouvées. 

Somme des Ax. . . r 0.84679a des Ajr . . . 0.790788 

Correction 0.000389 " 1 “ o.oooSGf 

x = 0.846403 jr = 0.791155 

on a les valeurs de x et de y qui répondent au point où 6 = 40*. 

(19). On peut maintenant partir de ce point pour faire varier 
par de plus grands intervalles, les angles 6 : en prenant ces inter- 
valles de 5 °, on formera la table suivante : 



». 


S- 


As. 


As cos (î + i ®). 


sin ( 6 j *). 


4°* 


I . I 58940 


0-438379 


0.347789 


0.266868 


35 


1.597319 


0.268678 


0.218167 


0. 158988 


3o 


1.855997 


O.178839 


0. 1 5863a 


0.082579 


a5 


2.o34836 


0. l352gi 


0. 124993 


0.051774 


30 


3. 170127 


0 . 1 o8854 


o.io38i6 


0.032733 


«5 


2.278981 


O.O91783 


0 . 089607 


0.019866 


IO 


2 . 370764 


0 . 080408 


O.O7972O 


o.oio 4 9 5 


5 


2.451 17a 


0.073793 


0.072723 


0.003175 


O 


2.623964 


Sommes. . . 


. . 1 . 195447 


0.606477 



Lorsque u = — 5* = — , on a log £1 — 6. 5oi57 9 , ainsi à raison 




TROISIÈME PARTIE, 
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i „ 

du facteur -r- 
uni 

1.195447 
4 - 0.000379^. 

1 . 1958364 

Op a ensuite, en faisant 6=0 , 

L (~tÇ) ~ 9‘9 o385 7 
L ("~ 3 f) ~ 9- 8o 77«4 

L ( 3S r ) ~ °- o535 7 7 ; 
d’où résulté 

X( o* )=-f-o-ooooooa 
X(4o*) — • 0.0037781 
X(o”)— X( 4 o°)=-|-o. 0037783 
1.1958364 

jc = 1.193048 



0.606477 

0.0001935 

0.6066695. 

L(4) = 6.8oa5i3 

= 2 - 9° 6056 

Y (0*)= — o.ooo 5 o 85 
Y( 4 o">=— o.oo 33558 

Y(o”) — Y( 4 o°)=-fo. 0038373 
o. 6 o 666 g 5 

J— 0C09497 



Ce sont les valeurs corrigées de x et y , depuis jusqu’à 

0 = 0 5 si on leur ajoute les valeurs des mêmes coordonnées , depuis 
6 = 45 * jusqu'à 9 = 40% on aura les coordonnées qui répondent 
au sommet de la courbe 



x =2, 039451, j = » .400652. 



(20). Il faut maintenant calculer la branche descendante, et pour 
cet effet, il faut changer le signe de 6 dans l’équation des arcs, ce 
qui donnera 



e — 1 + (<*■)•+• s f($). 

Lorsque 9 deviendra 0 -f- a , l’arc s deviendra 3 -f. As , et on aura 
As par l'équation 

As 5= los ( •-4 ffiS 8 7 +f{* + «) \ 

° \ a. 495587 +/( 9 ) J 



Faisant donc successivement 9 =o”, 0 = 5 ”, 0 = 10”, etc. , et a» = 5 ”, 
on formera la table suivante 
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1 


Ai. 


A; cos (9 •+■ ï ») 


Ai /m (9 + 1 ai). 


o* 


0.067849 


0.067785 


0 . 002960 


5 


O . 0 G 49 G 7 


0 . 0644 1 1 


0 . 008480 


10 


0 . o658o4 


0.062391 


o.oi38io 


i5 


0.06421a 


0.061240 


0.019309 


20 


o.oG6ig5 


0.061 i 56 


0 . 02533 s 


a5 


0.069902 


0.062003 


0. 033377 


5o 


0.075647 


0 . 063800 


0.040645 


55 


0.085965 


0.066614 


o.o5i 1 14 


40 


0.096712 


0.070566 


0.064662 


45 


0 . 1 ia5o5 


0.076833 


0.083757 


5o 


o.i35758 


0.082644 


0. 107704 


55 


0. 169891 


0.09128a 


0. 143284 


Go 


0 . 33 1 ooS 


0.102049 


0 . 196054 


G5 


0.300999 


0. 115187 


0.378087 


70 


0.454744 


0. 130750 


0.414623 




Sommes . . . 


* • 1 77^9* 


1 .481078 


Produit par Cl. . . 


0.000274 


0.000470 






1.177965 


1 . 48i548 



Pour corrig«r ces sommes, il faut avoir les valeurs des coeflîciens 
iï’Jt- ’ 2T' lor «l ue 6 = 75* j alors ces coefficicns deviennent po- 
sitifs, et on trouve leurs logarithmes comme il suit : 

lo 8 i = 7 8 4599 

l°g ~ d y = J- 4927 * 7 
log '^7 = a.5ai55a 

Au moyen de ces valeurs, le calcul des corrections donne 
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X (75') = 0.0057066 Y (75*) = o.ooioo!» 

— X (o°) = 0-0000002 Y (o*) = o . ooo 5 o 85 

X (7 5 *) — X (o*) = o . 0037068 Y (75*) — Y (o°) = o . 0004925 

1.177965 1.481548 

x = 1. 174258 ^=1.482040. 

Ce sont les valeurs de x et y comprises depuis le sommet jusqu’au 
point où 0 = 75*. 

Mais puisque la hauteur trouvée y est plus grande que la hauteur 
de la branche ascendante i. 4 oo 65 a, leur différence o.o 8 i 388 exi- 
gera qu'il soit fait une diminution proportionnelle sur la valeur de x, 
pour avoir la vraie amplitude de la branche descendante. Et puis- 
que la différence répond à 5 * de différence dans l’angle 9 , 

on trouvera que 0.081 388 répond à une différence de 58 ' 54 ''; de 
sot te que l'angle de chute doit être environ 74* i' 6 ". Prenant le 
milieu entre cet angle et 75% on aura 74° 3 o' 53 ", et la quantité dont 
il faudra diminuer x sera 0.081 388 cot 74 * 3 o' 33 " = o. 022557 , d’où 
l'on conclura 

1 . 174258 
0.022557 

Ampl. de labranc. desc. . . . 1.151701 



Ampl. de la brauc. asc a.o 3945 i 

Ampl. totale 3.191152; 



ces résultats doivent être exacts , au moins jusqu’à la cinquième 
décimale. 

(21). Ayant suivi le cours de la trajectoire jusqu’au point où 
0 = ^5*, il ne sera pas inutile de déterminer la position de l'asymp- 
tote verticale , c’est-à-dire , de chercher la valeur de je lorsque 
6 = 9 °°- 

Pour cela nous compterons les x du point où 6 = 75*, et en 
faisant tang 6 — p , nous aurons à intégrer l’équation 

, . dp 

* x ~~ A-j-p \/o +pp) + i°g[p + Fc* +pp')V 

dans laquelle A = $■+•/(«) = 2 . 4 9 558 7 , et il faudra que l’intégrale 
s’éteude depuis />= tang 75° jusqu’à p = 00. 

La 
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Le moyen que nous emploierons pour cel objet, consiste à prendre 
successivement pour lede'nominatcur du second membre, une quan- 
tité toujours plus grande, ou toujours plus petite que ce dénomina- 
teur, et on conclura que la vraie valeur de x est comprise entre les 
deux qui résulteront de chaque hypothèse. 

Soit D=A-f-/v i/ C 1 ~\~PP ) "+■ l°g [ P+ V ( l ~^~PP )] et »n=tang 7 5 ‘; 
puisque p est toujours compris entre tang 7 5 ” et tang 90", on aura 
toujoursD > A -f-log [«• + V( x +»wi)]+m \/(i -\-mrn') — m'-j-p’; 
donc si on fait c* = A -f- f (75°) — tang* 7 5 “= 5 .oi 45 a 5 , on aura 



\dx< 



d P 

c* + p** 



Celle-ci donne en intégrant , ; ex < arc tang £ — arc tang ™ , et eu 

faisant p—ao, on aura j ex < ~ — arc tang ou tang J«r< 
d’où résulte x < 0.48268. 

Pour avoir l’autre limite de x, je fais n= log [/n-f-p^i-J-wn)], 

ce qui donne log n = 9.434003 ; j’observe ensuite qu’on aura dans 
touteletendue de l’intégrale, , log[/>+j/(i-f-y>/>)] 

;< a np ; donc on a constamment 

,«ir> A+ ,^. anp _ ) _ p ,- 

Soit A-j-i — n* = g*, ou log g = o.33a8a5, on aura 



i dx > 



dp 



«■+(/>+»)* 



d’où résulte en intégrant , 1 gx > arc tang p - — arc tang - -, 

8 8 

Faisant p—<a , on aura igx> ? — arc tang — > arc tang • 
ou 0.4721a. 

On voit donc que la valeur de x qui h partir du point où 9 = 7 5 *, 
répond à l’asymptote verticale , est certainement comprise entre 
deux limites assez rapprochées , savoir, entre 0.47212 cl 0.48268. 
Par un milieu, on trouve 37 = 0.4774» et cette valeur ne peut pas 
être en erreur de plus de o. oo 53 . 

(23). 11 reste à connaître la position de l’autre asymptote du côté 

45 
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des x négatives. Or il suit de l'équation e* = i -+- S/’(*) — 
qu’en faisant s infini négatif, on aura _/(9) = j +/(a)= a.4q5587; 
d'après cette valeur, on trouve 8 = 4G°55' a3"4 ; c'est l’angle que 
fait l'asymptote dont il s'agit avec la ligne des abscisses. 

En appelant cet angle 6 , si on considère à la fois r , x et y 
comme positifs pour tous les points de la branche qui descend vers 
l’asymptote; si ensuite on fait comme ci-dessus, tang 0 =p, tang£=4, 

p\/(t+pp) + lo fi [p+v^+pp)) — 4( p) y 011 aura P our déter- 
miner le* coordonnées x et j, les équations 

.i dp , j . pdp 

idx — 4(4)-4(/>)’ ¥ * 4(0 — 400' 

Faisons x — |=z, et la valeur de s calculée pour le point oùp~b, 

sera la distance de l’origine des abscisses au point où l’asymptote 
rencontre la ligne des abscisses. On aura donc à intégrer la formule 
suivante, depuis p — i jusqu’à p=b, 

Comme p diffère peu de b dans l’intervalle où nous devons étendre 
l'intégrale, on peut faire p = b — u, et on aura la série fort con- 
vergente 

4 (p) = 4 (*) - 4W « ■ + 4" (*)• ?- 4"W • é + e,c - - 



où l’on a 4' (*) = 3 » *+* M) — > 4" (*) 

etc., et il faudra intégrer l’équation 



a b 

V^+àb) 



bdz = 



— du 



4< ( i)_^4-(4) + Ji_4’"( 6 ). 



asin o , 



Pour avoir par approximation cette intégrale, je fais 



i J4'(A) dz = 



du 

i-Au' 



et j’observe que A sera toujours compris entre deux valeurs A' et A", 
la première qui répond au commencement de l’intégrale , lorsque 
u— b — i , et la seconde qui répond à la fin de l’intégrale , lorsque 
u ss o. Cette dernière se trouve exactement par le développement 
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indique qui donne A" = ^ = £ sin 6 cos €; l'autre valeur A' 

se trouvera par l'équation 



, A' Ci , > ( & )~ -KO °- 3 

C ) ~ (A - .) 4' (6) “ ( i - , ) 4' (A)- 

Ainsi on aura log A' = g. 5921695 et log A''= 9. 3969607. 

Mais en regardant A comme constante , l’intégrale de l’équation 



précédente est j = -^log (1 — Ab)+ const. Prenant donc 

1 intégrale entre les limites u = i — i,« = o,on aura 



log [ 1 — A ( i — 1 )] 

i &A4'(Ï) 

Substituant successivement au lieu de A les deux valeurs A' et A", 
on trouvera 3 = 0.0447606 et z = o. 0447660. Le peu de différence 
qu'il y a entre ces deux valeurs, prouve combien cette détermination 
est exacte, et par un milieu pris entre elles, on aura encore plus 
exactement z = 0.0447^38. C’est l’abscisse cherchée du poiut où 
l'asymptote dont il s'agit rencontre la ligne des abscisses. 



De V intégrale indéfinie J ’ tlx (log ^ , prise depuis x — o. 



(2 3 ). Nous avons fait voir dans la seconde partie , comment on 
trouve l'intégrale fdx lorsque x = 1 , et nous l’avons dési- 

gnée dans ce cas par la fonction T (o). Mais il peut être utile de dé- 
terminer cette intégrale pour une valeur quelconque de x* : nous la 
représenterons généralement par r(u, x), de sorte que T (a, 1) sera 
la même chose que r(«). 

Observons d'abord que l'intégration par parties donne la formule 

r (<*,x) = x (log i)‘ (<a — i)r(a 1, x), * (1) 

d’où il suit que l’intégrale r(n, .r) peut toujours se ramener à une 
intégrale semblable , dans laquelle a est compris entre 1 et a, ainsi 
que nous l’avons fait pour l’intégrale définie T (a). 

Soit log i =3, on aura la transformée 

!■(«*,*) —f— *—'dse— == ^1 — 2+^ — âT 5 etc ) 5 
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d’où l'on tire en inlégraut. 



r(«,a)=rw- a*(i— rs'STï+etc.). 






Celle formule donne la valeur de T (<i,x) par une suite qui peut 
être divergente daus les premiers termes, mais qui fiait toujours par 
être convergente. 

Cette suite est convergente dès les premiers termes, six n’est pas 
plus petit que elle peut ne’anmoins être employée avec succès pour 
des valeurs beaucoup plus petites de x, telles que x = -^, ou même 
x= ~ ; mais alors il faudra calculer un assez grand nombre de 
termes de la série ; par exemple , si x = -A f j| faudra calculer 

douze à treize termes de la série pour avoir la valeur de l'intégrale 
approchée jusqu'à la cinquième ou la sixième décimale. On trouve 

de cette manière r Q , -^ = 0.056497. 

A mesure que x devient plus petit , il faudra prolonger plus 
loin la suite pour obtenir un égal degré d'approximation de sorte 
qu'il convient de recourir à un autre moyeu pour évaluer l'intégrale 

avec précision, lorsque x est très-petit, tel que , etc. 



(a4). La meilleure méthode pour calculer l’intégrale T ( a , x j 
lorsque x est très-petit, est de la déduire de la formule (1) qui 
donne , par des transformations successives, 

T (a, x)=x[z #- ’+ ( a — i)s*“‘ -h (a — 1) (a — a)s* -î +etc.] (3) 

Cette série étant continuée suffisamment , ses termes deviendront 
alternativement positifs et négatifs , de sorte qu’on aura des valeurs 
alternativement plus grandes et plus petites que l’intégrale cherchée. 
Mais comme la suite qui est d'abord convergente, devient néces- 
sairement divergente après un certain nombre de termes, il faudra 
s’arrêter au poiut où la divergence commence, et on n’aura ainsi 
qu’une approximation bornée. 

Si on appelle P* le terme de rang n dans la formule (3) , etP" + * 
le terme suivant, on aura P*?.' = - P*; ainsi la divergence com- 
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rncncera lorsqu’on aura n = ou > <1 , et alors la suite ne devra 

pas être prolongée plus loin. 



(a 5 ). Soit, par exemple, <1 = - , x = ^ , on aura z = log 100 

= 4-6o5i7 , et a -f-a = 5 . 1. Ainsi la suite ne devra pas être pro- 
longée au-delà des 5 ou 6 premiers termes. Eu effet , on a en faisant 
z = log 10 , 





il _ 13 5 

a. a" a. a. a 




et par le calcul de termes successifs , on trouve 

• 

z * = 0.465991 

1 - 1 

— -a • = — o.o5o5g4 




i.3.5 



a. a. a 



1 .3.5.7 

a .a. a. a 



0.415397 
z" s == -f- 0.016479 
0.431876 

_ t 

z ’ — — 0.008946 

o. 4 aag 3 o 
z * = -4- 0.00679g 



,LlliL 2 z -* = 



a. a. a. a. a 



1.3 11 -- 



0.439729 

— 0.0066.44 



o. 4 a 3 o 85 

0.007935 



On voit qu’il est inutile d’aller plus loin que le sixième terme , puis- 
que la suite devient divergente à compter de ce terme. 

Il résulte de ce calcul que la somme cherchée est plus grande que 
0.423085 , et plus petite que 0.429729. Par un milieu, on trouve 
la somme de la suite =0.4264 , et on voit qu’on ne peut compter 
sur plus de quatre décimales exactes dans cette évaluation; il en 
résulte pour la valeur de l'intégrale cherchée,! (a, x) = 0.004264* 
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(26) . Si en prenant toujours a = ^ , on eût fait x = , on 

aurait vu d’abord que la suite ne doit être prolongée que jusqu’au 
neuvième terme, et par le calcul effectif des termes, on aurait trouvé 
que l’intégrale cherchée est comprise entre x x o . 507708 et 
x X 0.357175. Le milieu est x x 0.35744 ; d’où résulte l’intégrale 
T(a, x) = o. ooo 35744- 

En général la formule ( 3 ) donnera d'autant plus de précision 
que x sera plus petit ; mais cette précision ne s'obtiendra que par 
le calcul d’un plus grand nombre de termes , puisque pour tirer de 
la suite toute l'approximation qu’elle peut offrir, il faut la prolonger 

jusqu’à ce que le nombre de ses termes soit a -f-z ou a+ log 

Si on appliquait la formule (3) au cas de x = ^ déjà résolu par 

la formule (2) , on trouverait que la suite cesse d’être convergente 
au quatrième terme. Les deux premiers termes donnentr>xXo.5i 59, 
et les trois premiers donnent r < x x 0.6091 ; il en résulte par 
un milieu, T =x X o.56a5 = o.o56a5, tandis que la vraie valeur 
est o.o 56497- U convient donc de préférer la formule (2) lorsqu’on 
voudra avoir au moins quatre chiffres significatifs exacts , et que la 
valeur de x ne sera pas plus petite que 0.01, 

(27) . Jusqu’ici nous avons supposé tacitement que x ne surpasse 
pas l’unité ; mais on peut aussi demander l’intégrale fdx (l ^ 

pour une valeur de x plus grande que l’unité. La partie comprise 
depuis x = o jusqu’à x= 1 , est connue et représentée par T (fl) ; 
ainsi tout se réduit à trouver l'intégrale depuis x=i jusqu’à une 
valeur quelconque de x > 1. 

Remarquons d’abord que dans tout cet intervalle , l ^ ^ ^ étant 

négatif, il faudra mettre l’intégrale sous la forme (— 

Je fais abstraction du facteur ( — t)* - ' qui peut être réel ou imagi- 
naire, suivant les diverses valeurs de a, et je considère simplement 
l'intégrale fdx ( lx )‘~ ' que je désigne par 4 ( a > x ) • el qui est sup- 
posée nulle lorsque x — 1. 

Si on fait Ix — u , on aura x = e", et l'intégrale dont il s’agit 
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deviendra fu‘~'du.é“ — fu“~'du -f- u -f- ~ -f- etc.^ • d’où l’on lire 
, , x u* . u** 1 . « u'** . i u* +s . 

+ ( a »^) = â + ï+T + S’H^ + 0*^ +e,c -» (4) 



formule où il n’y a pas de constante à ajouter , parce qu’elle s’éva- 
nouit lorsque x ■=■ i . 

I.a suite comprise dans celte intégrale pourra être divergente 
dans les premiers termes; mais elle finira toujours par être conver- 
gente. Ainsi on en tirera dans tous les cas une valeur aussi appro- 
chée qu’on voudra de la vraie intégrale , et il est visible que cette 
valeur deviendra infiuie si on lait x = <x. 



(28). On peut encore mettre 4 (« , x) sous une forme plus 
commode. Soit /W~' du.e‘ = e'V , on aura k * -1 = soit 

ensuite P = - +A«* + '+Bu***-{-etc., on trouvera A=- 



B = 



, etc. ; donc 



a.o-fr* 



a. a -fi . ti-fï 

4(a, *) = *(| 



O* 



a.a-fi a.a-ft.a-fa 



-etc 



•). 



(5) 



série qui aura, comme la précédente, la propriété de devenir tou- 
jours convergente , mais qui aura de plus l’avantage de donner des 
valeurs alternativement plus grandes et plus petites que l'intégrale 
cherchée; de sorte que le degré d’approximation sera connu daus 
chaque cas par la différence de deux termes consécutifs. 



De V intégrale fy dx prise entre deux limites qui rendent 
nulle la fonction y. 

(29). Si la fonction j est nulle aux deux limites de l'intégrale; 
si on suppose en même temps qu'elle ne change point de signe 
d’une limite à l'autre , et que dans cet intervalle elle ne soit sus- 
ceptible que d’un seul maximum , on pourra faire usage de la mé- 
thode suivante pour déterminer l’intégrale Z = Jjdx ('). 

Soit m la valeur de x qui rend j un maximum, et soit ce maxi- 



(') Mém. de l'Acad. des Sc., ann. 1778 et 178a. 
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mum= M, on fera en général 

( étant une nouvelle variable qui s’étendra depuis t = — oo , jusqu'à 
/ =*-f- « , ces valeurs répondant aux deux limites de l’intégrale où 
l’on a = o. 

D’après la valeur supposée dc_^, on trouvera une expression de x 
en fonction de t, qui sera de la forme 

x = n»+ Al -f- Bt* -f- C< 5 + Df* + etc. , 

et on aura 

fjrdx — M fe~ 1 dt (A+ aB / -f- 3Ct* + 40t 5 + etc.). 

fl faut distinguer dans cette intégrale deux parties ; l’une depuA 
t = — oo jusqu a t = o ; l’autre depuis / = o jusqu'à t = oo. Si on 
change le signe de la première , elle devra être prise depuis t — o 
jusqu’à * = oo , et sera représentée par la formule 

M fiT 1 dt (A — aB i -f- 3Ct* — 4Dt 5 +etc.) ; 
la seconde , qui devra être prise entre les mêmes limites , sera 

M/e" ‘‘di(A + aB t 30+ 4D<’ + etc.). 

Ajoutant ces deux parties , on a l’intégrale totale 

Z = aM/e" ** dt ( A + 30 + 5E<< + etc.). 



Or en faisant c“ =z, l'intégrale f? n e~ l dt aura pour transformée 

an-i 

; / dzÇl ^ 1 , et celle-ci devant être prise depuis s = o jusqu’à 
2 = i , sera représentée par T Ainsi on aura généralement 

fe 1 t Sn </t=; T d’où résulte en particulier 



/«■***= t ft‘e~ t ‘dt = iv''it.z, Ji*e~ t ‘dt = iv''if.±2, etc. 

Donc enfin l’intégrale cherchée, 

Z = M/*.(A+5c+!^E + §-|^G+etc.) ; (,) 

et 
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et en considérant x comme une fonction connue de /, faisant ensuite 
dans les coefliciens différentiels t = o , on aura 






"3? 



+ 7^ 



(Px 

dif 



1 . 2.5 4 



<tx 

~dV 



4-etc.). 



(3o). Si dans l'équation jr= Me - ou log M — log y = t', on 

substitue la valeur dey en x, on aura une équation entre x et t , 

# • . dx" xr 

d’où on devra déduire les valeurs des coefliciens , etc. qui 

entrent dans la formule précédente, et dans lesquels on fera en- 
suite t — o ou x = m. C'est dans les exemples particuliers qu'il 
convient de déterminer ces coefliciens ; cependant on peut aussi les 

déduire généralement des coefliciens^, etc. supposés con- 
nus au point du maximum. 

En effet l’équation logM — logy=:t* étant différentiée , donne 
-f- ay = o. Si on y fait x — m ou l — o , on n’en tire 

aucun résultat, parce qu’alors = o ; mais si on diffcrenlie une 
seconde fois, on aura 



d Jl 

<£r* 






dy dx 

dJ-'3T == 



o; 



faisant dans celle-ci < = o, on aura ^ -f- ay = o ; d’où ré- 
sulte , ou 



A= V/ 




Si donc la série (i) est assez convergente pour qu’on puisse la 
réduire à son premier terme , on aura l’intégrale chcrcbée 







t 



y et étant les valeurs de ces quantités au point du maximutn 
où x = m. 

En différenliant ultérieurement l’équation dont nous avons tiré 

A4 
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la valeur de -J-- , ou trouverait les valeurs des autres cocfliciens 

‘"jF ’ ~di' ’ elc> > exprimées en fonctions des quantités j , y 



d'y 

2F» 



etc. au point du maximum. Mais ces valeurs se compliquent 



h mesure qu’on pousse le calcul plus loin, et il vaut mieux, comme 
nous l’avons dit , déterminer ces cocfliciens dans les cas particuliers. 

Pour peu qu’ou réfléchisse sur l’esprit de la méthode précédente, 
on verra qu'elle doit donner un résultat d’autant plus approché , 
que la fonction décroîtra plus promptement en s’éloignant du 
maximum; et c’est ce qui arrivera si les facteurs dont y est com- 
posé sont des puissances d’un ordre fort élevé. Celte circonstance 
permet de n’avoir égard qu’à une petite partie de l’intégrale , depuis 
x — m — a. jusqu'à x = m~\-a; elle contribuerait aussi à simpli- 
fier l’usage des autres méthodes; mais celles-ci ne donneraient pas 
un résultat aussi élégant , parce qu’il resterait toujours quelque 
chose de vague dans la détermination de a. Au reste, on prendra 
une idée plus juste de cette méthode par les exemples suivans. 



Exemple I. 

(5t). Soit proposé de trouver l’intégrale Z — fx"c~ x dx, depuis 
x = o jusqu’à x=oo> <* étant un nombre positif. 

Dans ce cas, la fonction x , e~ s est nulle aux deux limites de l’in- 
tégrale ; sa valeur dans cet intervalle est toujours positive , et elle 
11 'est susceptible que d'un seul maximum , qui a fieu lorsque x — a; 
ainsi la méthode précédente peut être appliquée à cette intégrale. 

Soit donc y = x*e x s= é il en résultera 

« log î- _ (.r — a.) = — <*, 

et en supposant x=a-f-«, on aura par le développement de cette 
équation , 




Soit , comme ci-dessus, u — Al -f- B/* -f- Cl 5 -f- D t* -4- etc. , on 
trouvera 

A=V2*, B=|, C = ~, D = — E=^p,ctc. 
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Substituant ces valeurs et celle de M = (j) dans 1» formule ( 1 ), 
on aura l’intégrale cherchée 

Z = (‘)“ /(«*) [» + + TO ' + e,c ] <’>•■ 

Si dans l’intégrale proposée Z —fx*e~ x dx , on (ait e~‘ = z, on 
aura la transformée Z = fdz (l 0* qui devra être intégrée depuis 

z = o jusqu’à 3=1. On a donc Z = r(*-+-i); et en effet, la 
valeur que nous venons de trouver pour Z s’accorde avec la for- 
mule (<r) du n* 67 , seconde partie. 

(3a). Cette formule résout très-bien le cas où et est un grand 
nombre, puisqu 'alors elle donne une suite fort convergente ( au 
moins dans les premiers termes); mais elle ne résout qu’impar- 
faitement le cas où et est compris entre o et 1 , et elle donne un 
résultat imaginaire lorsque a. est négatif et plus petit que l’unité, 
quoiqu 'alors la valeur de r(*+ 1) soit réelle. 

11 est facile de remédier à l’inconvénient que présentent les deux 
derniers cas ; car l’intégration par parties donne 



fx*è x dx = 



* + I ' 



_« + 1 .-X . 



<t + 



T /jc*+ 'e x dx ; 



et comme le terme hors du signe s’évanouit dans les deux limites 
de l’intégrale , on a simplement 



fx*e~ x dx ~ -±rfx* + ' e~ x dx ; 

d'où il suit qu’étant proposée l'intégrale fxf-e~’dx, on peut la trans- 
former en une autre où l’exposant de x sera aussi grand qu on 
voudra; et alors on déterminera celle-ci d'une manière fort ap- 
prochée par la formule (a). 

Il est facile de voir pourquoi dans cet exemple le résultat de 
la formule est d’autant plus exact, que et est plus grand; c est que 
le facteur x* décroît d’autant plus rapidement dans le voisinage du 
maximum , que et est plus grand. Il n'y a plus de maximum lorsque et 
est négatif ; c’est pourquoi le résultat de la formule est entièrement 
fautif dans ce cas , quoique la vraie valeur de l'intégrale soit réelle, 
tant que 1 -f- a est positif. 
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Exemple II. 



(53). Soit proposé de trouver l'intégrale Z s fx* (i — x'f Jx ; 
entre les limites x = o, x= », les nombres a. et 6 étant positifs. 

Ayant fait^ = x*(i — x)' , on trouve que_y est un maximum 
lorsque x— Ï^Tc = m ' Soit donc en général 

x*(i — x'f = m* ( i — «<)*e ( * ; 



Si' on prend les logarithmes de part et d'autre , et qu’on fasse 
x = »» + “> on aura 



* lo s(‘ + £) + € lo s0 - r=id =— r > 



OU 



r(m* + (i'-^)0 3 G» 1 ( 1 — m)») + 4 (">•■*■ (t— m)') etC *’• 

Soit, comme ei-dessus, «= At-f- Bi*-f-C<’ + etc., on trouvera 

1 //'a*C\ n a 6 — « r a* — 1 1 aî 4 - f * , 

A -rfcV\*+V’ 3 - C«+<0*’ C “ i»«C(« + C) A > elc -r 

d'où résulte l'intégrale cherchée 



Z = 



a^y/IagaC) / t'-iuf + C 1 



•+• etc.^. 



Si les exposans a et € sont tous les deux de grands nombres; 
cette suite sera fort convergente; mais si l’un des deux seulement 
est un grand nombre , la suite ne sera que peu convergente , de 
sorte qu'il faudrait en calculer beaucoup de termes pour n’avoir 
qu'une médiocre approximation : or ces termes sont difficiles à 
calculer par la méthode que nous venons de suivre. 

(34). Examinons particulièrement le cas où a et S sont tous deux 
de grands nombres; alors la série se réduira sensiblement à son pre- 
mier terme , et on aura 

r , «**ie f *{ 
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Mais l'intégrale exacte , lorsque a cl £ sont des entiers, est 

1.9.3.. .k 1 . 9.5. . . a . I .9. 3. . .C 

" =: C+i.C + a...£ + a-|-i ^ i.a.3. ..e-f-C-f-i 

Celte intégrale peut s’exprimer dans le même cas par la formule 

rw » r(«t+ o.r(f+ o 

A “(« + c + O !■(«+<:+,)’ 

et alors elle a lien pour toutes valeurs de * et €. Si ensuite on 
substitue les valeurs des fonctions T d’après la formule 

r(z+0=(;) + Vo »«*)•*(*), 

<I> (a) étant mis pour la fonction i -+• ^ -f- + etc. , ou trouve 

l’intégrale cherchée 

rm. ««-HÇf-t-Va, (O 

(«.(. f + ,)(« + 0*-*^+*’ *(*+0' 

Mais en développant la quantité > ou, ce qui revient au 

même, <t> (a). $(£).$(-— a — 6), on a pour les trois premiers termes 
du développement 

, <t* + «É + C* , («• + «£+£*)• 

1 ,m£ («+~Sj ■ + ‘ #88 «*f (a ■+ C )** 

Donc la valeur de Z' , développée jusqu’au troisième terme de la 
série, sera 

__ «»+le f+ V«/\ , «*— nrf+e* , («*— iirf + C’)‘+ié4*<"\ 
•*-*-*-! V ‘ îa <cC(a+fj"”’” a88«‘C*(«-t-C)* J' 

formule qui s’accorde entièrement avec la valeur trouvée pour Z, - 
laquelle n'a été calculée que jusqu’au second terme. 

On voit maintenant a priori pourquoi la valeur trouvée pour Z 
ne donne pas une suite convergente lorsque l’un seulement des 
exposans a et S est un grand nombre ; c'est que la suite dont il s’agit 

étant égale au développement de la fonction ~ | ), 

est bien convergente par rapport à la fonction $ (a. -f-6) , et à l’une 
des fonctions <&(<*), <1>(£) , mais ne l’est pas par rapport à 
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l’autre; et il en re'sulte que la suite totale n’est pas plus convergente 
que celle des deux suites <!>(*), $ (S), qui répond au moiudre des 
deux nombres a. et S. 

(35). L’hypothèse de l’art, précédent ayant toujours lieu, si OU 
fait de plus a = £ , ou aura la valeur trcs-approchée 



*-G )“ + V(x). (■ 



8 * 



4- 



a5 



‘44*’ 



• etc 



•) 



La valeur exacte est 

Z‘ = 



i .a. . 

+ i .<t + a ... a* -j- 1 ‘ 
Ainsi il faut qu’on ait , lorsque <t est très-grand , 

i .a. 3 . . . .« 



et-f* i . « a . • . a« -H 



7=(:)“ + V(r> 

Voici comment on pourra vérifier cette formule. 

_ . . . . 1.3.3 ... m 

Soit -l(ffi)= — : : ; — , on aura 

“V / m-J- > .m 4- a. ..am -)- i ’ 

4(m+ , )=4. (am+3) ** 4 ^ ’ iüT+3 { 

de là résulte 

4(°)= *» 

4(0 - J. j. 

4W = (4) '33* 



4W=G)’.|^. 



etc. 



Mais par l’expression de Wallis, on a ~ ^ , etc. 

c’est-à-dire que ra étant un très-grand nombre , on peut supposer 



ir a*. 4‘. 6* (am)*/ , \ 

a “ 3 , .5*.7‘... (a/n-f-i)*^ 2 ” , ^“ ^ ’ 



il en résulte */( ^ ; donc 4 (m) = 

G)V( 4 ~j.-)> on, puisque m est très-grand, 4(»)=Q)“ + V(J). 
ce qui s’accorde avec la formule précédente. 
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Noire formule esl donc vérifiée en général, et on peut être assuré 
quelle donnera une grande approximation , lorsque les exposans 
a C l f seront tous deux de grands nombres ; mais si l’un des deux 
seulement est un grand nombre , la série n'aura que le degré de 
convergence que comporte le développement de $ (a) > * étant le 
plus petit des deux exposans. Au reste , comme la valeur de Lé est 
donnée généralement par les fonctions T, les observations que nous 
venons de faire sont plutôt relatives à la méthode générale , qu’à 
l’exemple particulier dont on aura toujours la solution aussi appro- 
chée qu’on voudra par les propriétés des fonctions T. 

(36). Nous remarquerons encore que dans l’exemple II se trouve 
comprise la détermination générale des intégrales définies que nous 

v— « 

avons désignées ci-dessus par la formule^) — /xf~'dx(i — x") “ . 

© i S— 

—~J X dx\ 

soit encore -=*, et 2=6; ou aura 1 (x — x) e ~ 1 dx. 

Mais pourvu que ce et £ soient positifs, on a entre les limites x—o, 
*=»» 

/X— 1 (. - *) f “ 1 dx = (l±Ilÿ±L _x) C dx ; 



et l’intégrale du second membre 



r(*4-pr(g+i) . 

(« +C + 1) r (« + c + *) ' 



donc 



w -,/, n c-. j r - («+Qrf < + or(g+») — rwreo 

fx (i x) dx — «tfr(«+c+,) r(«+g)’ 

et par conséquent 

t(p'\ rfS'l 
r («o r (O \o/ \«/ 



. r («) r (f) 

■ n rc-+g) 



m ’ 



ce qui est la formule du n* 56 , seconde partie ; on a ainsi une dé- 
monstration très-simple de la formule qui sert à exprimer les in- 
tégrales (Jjj') par le moyen des fonctions T. 
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De V intégrale Z — /*— “e— x dx, prise entre les limites 
imaginaires qui rendent nulle x—' * c~ x . 



(37). La quantité x~* e— T , où l’on suppose * positif, devient 
un minimum lorsque x — — a ; mais ce minimum se change en 
maximum , si au lieu de donner à x des valeurs réelles , on suppose 

x = — a. -f- z \/ — 1 , 

et qu'on donne à s des valeurs quelconques , depuis ao jusqu'à 
-f- oc. Celte supposition est admissible analytiquement, et les con- 
séquences qu’on en déduit méritent d’ètre remarquées. 

D’après cette valeur de x , l'ordonnée x— * e~ x sera nulle aux deux 
limites de l'intégrale, savoir, lorsque z = — 00 et lorsque z=-f-oo. 
On pourra donc appliquer à l'intégrale Z la méthode donnée dans 
le chapitre précédent. 

Avant tout , j'observe que a peut être supposé plus grand que 
l’unité, et même aussi grand qu’on voudra; car on a d ( x ~~ " e~*) 
= — rnx~ m ~ ’e~ ‘ dx — x~ m e~* dx\ et par conséquent x~ " e~ ‘ 
= — m fx ~ “ — ‘ e~*dx — fx~ m e~*dx; or m étant positif, la quan- 
tité x~ m e~i s'évanouit aux deux limites de l’intégrale ; on a donc 

fx~" e~* dxx=i — mfx~ m ~~‘ e~* dx-, 

d'où l’on voit que si a était plus petit que l’unité, on pourrait trans- 
former la formule proposée en une autre , où tt serait plus grand 
d’une unité , et ainsi de suite. La formule proposée peut donc être 
préparée de manière que a soit assez grand pour que les suites qui 
résultent de l'intégration soient convergentes. 



(38). Cela posé , si on remarque que le calcul nécessaire pour 
avoir la valeur de l’intégrale fx~‘e~ z dx dans le cas des limites 
imaginaires , est absolument le même que celui que nous avons 
fait pour avoir l'intégrale fx* e~ z dx dans le cas des limites réelles , 
on verra qu'il, suffit de changer le signe de a. dans l'intégrale déjà 
trouvée , afin d'avoir celle que nous cherchons. Ainsi puisque nous 
avons trouvé 



/x« e~ s dx = Q + 1 |/(2ct) .«•(*), 
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® (*) désignant la suite i + 4- etc. , nous en dédui- 

rons , en changeant simplement le signe de * , 

fx— e~* dx — + *v/(aejr). 4 >( — a). 

Multipliant ces deux équations l'une par l'autre , et observant que 
par la propriété de la fonction O, on a 4 >(*) x <h( — a) = 1 il 
viendra 

fx-*<T x dx Xfx* e - X dx = 2*x(— 

équation par laquelle on déduira généralement l'intégrale fx—*e— r dx, 
dont les limites sont imaginaires , de l’iutégrale fx‘ e~* dx , dont les 
limites sont réelles. 

Cette dernière intégrale est représentée par T (a -|- 1) , et on a 
r(«-f 1 ) = a.T ( * ) ; donc si on désigne par T' (a) l’iutégrale 
fx~‘ e~ z dx dont les limites sont imaginaires, on aura 



r'O): 



. 5 ' (-■)•' 



I» 



CO 



( 3 g). Dans le cas particulier oh et est un nombre entier , on a 
T (a) se i.a. 3 . .. .(a— 1) ; on aura donc dans ce même cas , 



I» : 



' 1 .a . 3 « — 1 ' 



ce qui donne successivement T'(i)= — — 1 , r'(a)=a7rv/— j, 

r (5) = _ , r'(4) = a -^ , r'(5)=- 3 -^ , etc. 

Si on fait a = -j ( car la formule trouvée étant indépendante des 
suites, n’est plus assujétie aux conditions qui concernent la conver- 
gence de ces suites, et elle suppose seulement a positif), on aura 

T' ( i ) = — Tj = 3 v/ir ; d’où l’on voit que T' ( j ) est rcçl et double 

deT(i). 

11 est remarquable que r'(| ) et T(i) représentent toutes deux 
l’intégrale fx * e~ x dx ; mais la première est prise entre les limites 
imaginaires qui rendent nulle x~ ’e~ x , et la seconde est prise entre 
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les limites re’elles ic=o, x = co ; il n’est donc pas surprenant 

qu'elles soient ine’gales. 

On distinguerait de même T'Q) qui représente /r~ ïc - T dx, prise 
entre des limites imaginaires, de T(J) qui représente l’intégrale 

fx ' e x dx prise entre des limites réelles. Pour les comparer entre 
elles , on appliquera la formule générale qui donne 






«• v — ■ 

r(i) 



(- 0 " 



ensuite, comme on a T fi) T ( 4) = — , il en résulte 

«nj»’ 

= 2 si n | . (— î ) T y/— i = a y/— i sin$ ir^cos — ^ ir+ y/— i sin ■ ir), 

ce qui donne trois râleurs pour le rapport cherché de r'(j)àr(§). 

I 

Ces trois valeurs répondent à celles que peut prendre x 1 dans la 
formule fx ’e x dx, lesquelles sont x^, x*( — j -f- -j y / — 3), 

x 5 ( — - — i y / — 3 ) ; si on se borne à la première , on aura 
simplement 

*'(*) = -»/(- 3 ).r(f). 

C4o). Reprenons maintenant la formule Z = fx *e x dx; puis- 
que nous avons fait x= — x-\-zy / — i , et que l’intégrale doit 
être prise entre les limites z — — oo,s=-f-oo,il s'ensuit que si 

on fait pour abréger (—■ sr= M , on aura 



cette intégrale étant prise depuis s = o jusqu’à z = «. 

Soit z = * tang , on aura la transformée 

Z = aM* y / — i .fdp cos—* cos (a tang <p — af ) , 

nouvelle intégrale qu’il faudra prendre depuis <p r=o jusqu’à f — ±ir. 

Dans les applications , on pourra supposer a > a ; ainsi l'intégrale 
fdx cos * cos (œtang* — ne présentera que des difficultés or- 
dinaires , lorsqu on voudra 1 évaluer par la méthode des quadratures. 
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On connaîtra donc avec le degré d’approximation qu’on voudra , 
1 intégrale Z ou la quantité que nous avons désignée par T' (et). 
Réciproquement, comme la valeur de l’intégrale T' (a) est connue 

f \i ^ 

et représentée par l’expression aT ~ , si on fait 

fthp cos‘ -J ip cos ( a tang p — a$) = Q (a) , 

on aura 

= «✓-■■(- î)~"q (*) . 

ce qui donne l’intégrale 

< 3W=f<^rTT-(;)* W 

(40. Cette formule étant indépendante des suites , doit avoir lieu 
quel que soit a , pourvu qu’il soit positif; on connaîtra donc Q(a) 
dans tous les cas où r(a-f- 0 est connu; ces cas sont ceux où au est 
nn nombre entier. 

Ainsi en faisant successivement a = i , a, 5, 4 > etc. , on aura 

<«■> = '. <2 « = ;•©=?. 

Q«)=rô(â‘=S-'"- 

De même , en faisant a. = j, * , f , etc., on aura 

<2©=JS©‘- Q©=^x;© i .“-' 

En général , si dans la valeur de Q (a) on substitue la valeur connne 
der(«-f- i) développée en série, on aura 



QC-) = 0’ (‘ -rh + isb- elc ’) & 

Mais cette formule suppose a > i , et elle donnera un résultat 
'd'autant plus exact que a sera plus graud. Lors donc qu’ou pourra 
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négliger — par rapport à l’unité , on aura Q (a) = \J (~) , ou 

fd<p cos*—’ p cos (a tang p — *p) = y/ ; 



théorème qu'il serait peut-être fort difficile de démontrer par une 
autre voie. 



Les théorèmes particuliers concernant Q(i), Q (a) , etc. peuvent 
être présentés sous une autre forme. Soit tang p = s, et supposons 
que les intégrales suivantes soient prises depuis z=o jusqu’à s= oo , 
ou aura 



Q W=/' 
«<’>=/ 



f'dz ( cos z -f- z sin z ) t 

1 -f- zz c 

_ r* f(i — a‘) co« ss -4- as «in n«] a» 

(i + ii)‘ c 1 

etc. 



( 4 ) 



Comme ces résultats sont déduits d’une analyse fort épineuse , on 
doit être curieux de les vérifier , au moins dans un cas particulier. 

Soit , par exemple, a= a, la formule donne Q(a)= ^=o.85o537; 

il faut donc voir si cette valeur est celle de l’intégrale fd<p cos (a tang p 
— ap) , prise depuis p = o jusqu’à p 'X. 

Si l'on fait_y = cos (a tang p — ap) , l’intégrale fjdtp sera facile 
à trouver par approximation , depuis p = o jusqu'au premier point 
où l’on a j = o. Ce premier point a lieu lorsque tang p — p -jr, 
et alors on trouve p = 6 i° 46' 4 ° H - Les points suivans où_y'=o , 
sont ceux où tang p — pa les valeurs successives J-jt, \'it , etc. , 
et le nombre en est visiblement infini. On voit donc que depuis 
p= 61*46' 40" jusqu’à p =90’, l’aire de la courbe est composée 
d’une infinité de parties alternativement positives et négatives. Ces 
parties sont difficiles à calculer avec un certain degré de précision ; 
mais elles échappent bientôt par leur petitesse, et on trouve qu’en 
effet le résultat total s’approche beaucoup du nombre donné par 
la formule précédente. 

Au reste on verra dans le chapitre précédent, qu’on peut par 
une intégration directe, vérifier les valeurs de Q ( 1 ) , Q (a) , etc. ce 
qui achèvera de dissiper tous les doutes sur l’exactitude des formules 
précédentes. Nous aurons en même temps occasion de considérer 
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une nouvelle suite d'intégrales qui peuvent être déterminées géné- 
ralement par les nombres e et -tt. 



De F intégrale Z = > et autres semblables , prises 

depuis x = o jusqu’à x = oo. 



(4a). Supposons qu'on prenne l'intégrale depuis x = o jusqu’à 
x==^^, A étant un nombre entier, on aura en différentiant par 
rapport à a , et ayant égard à la variabilité de la seconde limite. 



JZ fxâx lin ax qUt 

da J i -fxj a* -f- 

Différentiant une seconde fois par rapport a a y on aura 



ddZ 
da ■ 



x*dr cos or 



d’où résulte 



c 

~~ï+ 



4ha* 



xx 



rj dd7j 

L -g-? s = fax cos ax • 



(a* -MAS r*)*' 
ifia-* 



(a* + 4W )•» 

Mais on a yür cos ax =: ^ sin ax , et cette intégrale s’évanouit à la 
limite supposée; donc on a simplement 



rj ddZ ^kar 

da * ( a‘ + ^k'Tt'Y 

Supposons maintenant que k soit un nombre très-grand par rapport 
à a , ensorte qu’on puisse négliger les quantités de l’ordre “ ; à plus 

forte raison pourra-t-on négliger celles de l’ordre p ; ainsi l’équa- 
tion précédente se réduit à ccllc-ci 



L — 



ddZ 

da‘ 



= 0 , 



et il en résulte Z = Ae* ■+■ Be~% A et B étant deux constantes 
arbitraires. 

Dans le cas de a — o , l’intégrale Z = C — arc tang x , et 
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en faisant x = , on a Z = j -/r — , ou simplement Z=j K ; 



donc A + B = l ie. 

Je suppose maintenant qu’on donne à a des valeurs de plus en 
plus grandes; puisque cos ax est toujours plus petit que l'unité', 

on aura toujours Z < j' ou ^<ï sf - Mais si A n’était pas zéro, 

la valeur Ae*-+- Be — *, lorsque a est devenu un nombre très-grand, 
se réduirait à Ae* , quantité infiniment plus grande que K ; donc 
on a généralement A = o ; donc B s= ; -ic , et enfin l’intégrale 
cherchée 



/ 



ircmoi 

1 -t~XX 



: i «e~ 



Si dans celte formule on met — au lieu de x , et am au lieu de a, 

m ' 

on aura plus généralement 



/ 



dx cos ax » _ 4» . 

m* -f- x* ’ ’ a/n * 



(>) 



et cette formule étant différentiée par rapport à a , en donne une 
seconde non moins remarquable , savoir , 



/ 



xdx : 



m*-f- x* 



« 



(43). Si on différentie par rapport à m la formule (t), et qu’on 
répète les différentiations , on aura successivement 



/ dx co.n ax rr"/ a î \ 

(//.*+ x*)* a - \m* *• m 5 / 

/ dxenax _i_ we ~'~ (<^_ ■ Sa , 3 \ 

(m’-t-x 1 ) 1 a * a 3 \zn' ' m* mV 

/ dxcot ax î »*-*"• /a 3 , 

(/«*-(- x‘)< a. 3 ’ a* vn* **" 



«a* 



i5a 



etc. 



.ü\ 

m’/ 



La loi de ces expressions est facile h trouver , et si l’on fait en 
général , 



/ 



dx cos ax 



A* 

1.9.3. . .k — i 



( 5 ) 



le coefficient A’ aura pour valeur 
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, k.k — i O*— . k -f- i .h. h — 1 .h — a a * -1 

a " m ,+ * ' a . 4 * m k *‘ 

k + a.k + t.ki — î.A — a. 4 — • 3 a‘“* . . 

•rm+c‘c> 
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De même si on différentie successivement par rapport à m l’équa- 
tion (a), on en déduira cette suite de formules 



/ xdx sia ox «re*“ a 

(m* + x*)* a* * m 

/ xdx tin ax i *e~ ,m /a' a N 

(m* -f- x>>‘ î . a * a 5 V.m* ‘ îi?) 



et en générai. 



/ xdx «in ax I « *" /a’ 5a 1 3a\ 

(m* -J- x*) 4 “ i . 9.3 * a* vi? "■ »»♦ ■* mV 
etc-. 



xdx sin ax 



/ xdx 
("»* 



+ ■**)* 



A* - * 1 xa _ 

> .3.3. ...k— t * a* e 



(4) 



A* 1 étant déterminé suivant la même loi que A*. 

(44). Si dans l’équation (i) on fait m = B(cos 84 -j/ — isiuô), 
on en déduira les deux formules suivantes : 



/ * x*dx cos ax __ 

x 1 -f- anV coaaô -|- «♦ 



a/i sin ad 



-an cgi i 6 j n (ô — an sin g) 

e— an CM # sin ( S -f- an sin fl). 



(5) 

. /»“■ m co* # «in ( H -4- nrt Rîn fl 1 

• 2 n*x* cos n ♦ a/i'sin ad 

La même substitution étant faite dans la formule (a), il en résul- 
tera ces deux autres formules : 



h 

h 



xVjrsinax 



-j~ an\r* coa aê -f- n* 
xdx sin ax 



2 lin ad 



-f- an*x* cos aô -f* n 4 an* sin ad 



■ a " COf 5 sin ( a9 — art sin 0 ) 

-an cos 9 s ^j ( an 5 J n 0). 



( 6 ) 



On trouverait semblablement, au moyen des formules (3) et (4) , les 
valeurs générales des intégrales 

/ • dx coa ax 

(x* 4 - a* coi 26 + n* un at . ÿ — 1 )* 

/ | xdx sin ax 

C-r* -J- n‘ cos aS -J-n* ùo a), y — 1 )** 



(7) 
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( 45 ). Soient M , N, P des fonctions rationnelles et entières de x*, 
si l'on suppose que le plus haut exposant de x dans P est plus 
grand que dans II et N , et qu'en outre P n’a aucun facteur de 
la forme x’ — m’, c’est-à-dire qu’il n’y a aucune valeur réelle de x 
qui rende P égal à zéro ; alors il est visible qu'on pourra généra- 
lement trouver, au moyen des formules précédentes , l’intégrale 

T = + dx , (8) 

prise depuis x = o jusqu’à x = «. L’opération à faire pour cela, 
est entièrement semblable à celle qu’on pratique pour l’intégration 
des fractions rationnelles. 

Il est facile maintenant d'appliquer ces formules aux intégrales 
désignées (art 4 ' ) par Q(i) , Q(a), etc., et on trouvera que les 
résultats s’accordent parfaitement avec ceux que nous avons déduits 
d'une méthode fort différente et beaucoup moius directe. En 
général on pourra vérifier la valeur de Q ( « ) , * étant un nombre 
entier quelconque ; car en faisant taug <p = x , celte intégrale 
pourra toujours se réduire à une somme de termes de la forme 

/ Adx cosax -I- Bx(£r sin ax , . . • , ■ P i 

^ » cl sera a,asi comprise dans la formule (8). 

(46). Si on multiplie par da les deux membres de l’équation 
j' d.rcn,u.t _ j el q U ’ otl preuue ensuite l’intégrale par rapport 

à a , depuis a = o , on aura 

/ dx lin ax . , . 

Ajoutant celte équation à l'équation J' ± -are - *, on aura 

ce résultat remarquable 

f~ imax = \-rt. (9) 

fl parait d’abord étonnant que cette intégrale soit indépendante de a; 
mais si on met ^ à la place de x , ce qui ne cliange pas les limites 
0 et 00 entre lesquelles l’intégrale doit être comprise ; on trouve 
J'— ûnax— Ç~ sin x; d'où il suit qu’en effet l'intégrale doit 
être indépendante de a. 

On 
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On a donc aussi J'~ sin ax cos 4 x = ? ou zéro , selon que a 
est plus grand ou plus petit que b ; car dans le premier cas on a 
sin ax cos 4 x = ; J'*~~ s ‘ n (<*-f- 4 ) * + ï J'— sin ( « — 4 ) x 

/ J_ 

— sin ax cos bx 

= ï f— sin (a + 4 ) x — f sin ( 4 — a ) x = 4 * = 0 . 

Quant à l'intégrale Ç — cos ax , il est visible qu'elle est infinie. 



(47). La formule (1) et les principales conséquences qui en ré- 
sultent, sont dues à Laplacc qui les a publiées dans le Bulletin de 
la Société philomatique (avril 1811). La démonstration qu’en donne 
cet illustre auteur est différente de celle que nous avons rapportée; 
et comme elle est fondée sur un principe qui peut avoir d'autres 
applications , nous croyons qu’on sera bien aise de la trouver ici. 

Considérons la double intégrale 

Z = f3Ljdye~y‘('+*') dx cos ax , 

et supposons qu’elle doive être prise depuis x = o jusqu'à x =00, 
et depuis y = o jusqu'à y = en. Si on intègre d'abord par rapport 
à y, on aura 

ry p dr co* ax 

L J 1 q-arjc * 



c’est Tintégrale qu’il s'agit de trouver. 

Si on revient ensuite à la double intégrale , et qu’on veuille exécu- 
ter l'intégration par rapport à x , il faudra chercher la valeur de 
fe~*'r dx cos ax. Or par une formule qui sera démontrée dans l’ar- 

a* 

ticle suivant, on a fe—*'dxcosax — \ y/ie.e donc en mettant 
- au lieu de a , et xy au lieu de x, on aura 

/ ** 

fc-*'r dx cos ax = — e b" . 

J 3 y 

U reste donc à intégrer la formule 

Z = t/ir fdye * <r\ 

Mais on démontrera ci-après (art. 5 o) qu’entre les limites z =0 et 

46 




36a TROISIÈME PARTIE. 

_I f A _î 

a=oo, on a _/i v&e V J = e » \/( anir ) j donc en faisant 

a= - , et r*= —, on trouve Z = j ire - ® ; donc enfin 
n ’ J an’ ' 

/ dx ro» nx ir 

— ï — - e~ a ; 

i + xx a ’ 

c’est la formule principale d'où les autres sont faciles à déduire; 

De l’intégrale Z = /e“*’dx cos ax , prise depuis x «= o 
jusqu’à x = co. 



(48). Si on différentie cette formule par rapport à a, on aura 

</z 

= — fe~ x ' xdx sin æt = 7 <r —Jr ’ tin or — j fe—*' dx COS ax. 



I.a partie hors du signe s’évanouit aux deux limites de l'intégrale ; 

ainsi on a ^ Z , et en intégrant Z = Ae 4 . 

Pour déterminer la constante A, soit n=o, alors Z =fe~ x ' dx 
t= j pOr; donc Z ou 

/ — — 

fe~*' dxcos ax— - ~ e *. (i) 



Laplace , qui a donné cette formule dans les Mémoires de l’Institut , 
ann. 1809 , pag. 367 , la démontre de la manière suivante. 

Si l'on substitue au lieu de cos ax sa valeur développée en série 
on aura 

Z ==/*-*’ dx(i-^f + ^ -etc.) 

Or en général fx™ e~ z ' dx =7 V ) ! donc on a 



ou 




1 a* 1 tf 

a ' iS 573 " 64 



+etc.) 



f 




( 4 g). Si on prend les différentielles successives de l'équation ( 1 ) 
par rapport à n, on en déduira cette suite d’intégrales , 
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/ «• 

fe—*' xdx sin ax = e 4 a 
fc—t'x'dx cos ax = ~ e 4 

fe~ z 'x 3 dx sin ax = e 4^3 a — ^ ( 3 ) 

O* 

fe— z 'x À dxcosax = ^e 4^3 — 3a*-f-j) 

fe— 1 ' ûc'dx «in ax = e 4 ^5^ — 5o’ -4- ~ ^ 
etc. 

d’où l’on voit qu’on peut trouver en général l'intégrale 
/(M cos ax-j-Nx sin ax)e~ z ‘ dx , 

M et N étant des fonctions rationnelles et entières de x‘. 

Si on proposait de trouver entre les mêmes limites l'intégrale 

T — fe* 1 ' dx sin ax, on aurait d'abord = fo~ z ‘ xdx cos ax 

— { — J e~ z ' cos ax — ~afe~ z 'dx sin ax. Faisant x = ao dans la 
la partie hors du signe , il viendrait ^ — T “T , d'où 



T=je 4 fe** da. Cette intégrale prise depuis a = o , est plus 
simple que ïa proposée ; mais on ne peut en trouver l'expression 
que par cette suite convergente 

T=K— 0 + 5X!-r5X5+'“-)- 

laquelle ne parait pas susceptible d’être réduite aux transcendantes 
connues. 

T étant supposé connu , on eu déduira par des différentiations 
successives , 
fe dx sin ax = T 
fe— 1 ’ xdx cos ax — 



fe— z ’x*dx sin ax = 
etc. j 



JT 

ST — 


1 

fi 


— -aT 

3 


dJT _ 
da % 


1 

4 




A"V 


1 


a* 1 


da' ~~ 


fi 


“ ¥“4 


rf*T _ 


5a a' , 


do* 


8 


TS _t " 



s 
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el comme T est exprimé par une suite fort convergente , on voit 
qu’il sera facile de trouver dans tous les cas les valeurs fort appro- 
chées de ces diverses intégrales. 

Au reste, par la combinaison de ces formules, on pourrait trouver 
quelques résultats assez remarquables , tels que les deux suivans : 

Je—*' dx a sin «x + x cos ax ) = 

/en*' dx ( i — -j a* — ix’) sin ax = — 

ak — t •« 

De V intégrale Z (k ) —/x. * dve v , prise depuis x—o 
jusqu'à x = co. 



(5o). Considérons d’abord l'intégrale 

i , 

Z (o) = fx ‘dx.e ' J , 

et divisons-la en deux parties, l’une depuis x=o jusqu’à x=i J 
l’autre depuis x jusqu’à x— ce. Pour avoir la première partie , 

, i 

soit x — ~, on aura la transformée/^— z’dze k / f q U ’i] faudra 

intégrer depuis z=oo jusqu’à z = i ; si on change son signe, il 
faudra 1 intégrer depuis z= i jusqu’à z = «o ; ainsi en réunissant 
les deux parties, on voit que tout se réduit à trouver l’intégrale 

f(x ‘-f- je *) dx.e '“r 
entre les limites x — î et x = oo. 

I 

Soit i 4-x* = 2xz, on aura x — t = x* */( as — a), et par 
conséquent 

( x -i + x -1 ) dx = 

V(*— >) 

Donc l'intégrale dont il s'agit aura pour transformée 

Z(o)=,/i ./V£ô rS - 

celle-ci devant être prise depuis z r=i jusqu’à z =oo. 

Soit z s î -f- y', et on aura une nouvelle transformée 

i -I 

Z (o) ss a’ e " f dye " , 
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qui devra être intégrée depuis = o jusqu’à^ = os. Mais en fai» 

_C 

saut , suivant notre usage ,e n = u , on aura 

| ___ _§_ 

Z (o) = (an)' e~ /du Çl I) * ; 

et comme cette intégrale doit être prise depuis u ==o jusqu’à u=zi j 
on aura enfin 

I 

Z(o)=e " j/(an?r). (i) 

(5t). Considérons en second lieu la formule 

Z (i) = fx'dxe v '} 

si on la divise en deux parties , comme dans l’article précédent , 
on aura 

. s _fi±£î'i 

Z(i)=r/(**4-* *)dare WJ, 

qu’il faudra intégrer depuis x= 1 jusqu’à x = <x. Or en faisant 
i 4 - or* sa sxz , puis z — i ~hj ‘, on aura successivement 

x* = ( az — i) y/ (~) 4- (as 4- •) y/pT -1 ) 

=== (as — i)^(î-±-l)--(aa + ,)^/(^-i) 
ar* — x~ * = (22 + 1 ) y/( a: — 2) = (a/ 4 4-3/) V^a 
( ar* 4 - x~~ ’ )dx = a^( zj % 4 - 1 ) dj. 

Donc la transformée en jr sera 

j _I _C 

Z(i)==a’e "/(i 4 - qr*) e " fy- 
—Zl 

Soit encore e "—u, et on aura la nouvelle transformée 

1 i i 

Z («) = (an)’ e” ; fdu [(/ i) * 4- an (l i) ] 1 
d’où résulte en intégrant , 

Z(0=(an) i e"^[r(i)4-anr(|)]. 

Substituant les valeurs connues T ( j ) ~ V* > E( ï) = r V* > 00 
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aura enfin 
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1 

Z(0=(» +*) c "/(amT) — (i+n)Z(o). (a) 

(5a). On pourrait calculer de la meme manière les valeurs de 
Z(a), ;Z(5), etc. Mais la loi de progression de ces quantités 
est facile à trouver; en effet, si ou différenlie la quantité..., 

/ i4-w\ 

T = x * e ' ”* ^ on aura 



» i a*— f / r l-*-jrx\ 

dT — — — - j: a dr.c v / 
a 




Intégrant et observant que T s’évanouit aux deux limites de l’in- 
tégrale , on trouve 



a>< 4- 1 
a 

d’où résulte 



o= 3 ^Z ( I) + iZ(i-.)_Az(l + 1 ) l 



Z (A-f- i) = (aA + i) „Z (A) + Z (A — j). 
Ainsi on aura successivement 



( 3 ) 



Z (a) — 3nZ (i) + Z (o) =: Z(o) (i -f-3n-f-3**) 

Z (3) = 5nZ (a) -+- Z (i) = Z (o) ( j + 6 n + 15 /»* 4 * i5n’) 
etc. 

L’expression générale de ces quantités est 



Z(A) = Z(o).[. + „ 

a. 4 . S 



I &-4-3.A-4-aA-f- t .A.ft — i .& — 3 j j *j CO 



ce qu’on peut aisément vérifier par la substitution dans l’équation 
(5). La série que nous rencontrons ici suit donc la même loi que 
celle qui a été représentée ci-dessus par A* (art. 43). 

Celte formule a également lieu lorsque A est négatif, et elle 
donne immédiatement Z ( — A — i ) = Z (A) ; c’est aussi ce qui 
résulté de la considération directe des intégrales. En effet on a 
généralement 

„ ... »*— 1 _ 

Z ( A) =/( jr 1 -f-x- n a s'ÿdxe V. *** J f 

cette intégrale étant prise depuis x = i jusqu’à x =soo- 






Digitized by Google 




DES QUADRATURES. 56 7 

On aurait semblablement 

— \ ** — 1 ^ /l+raA 

Z( — k — i)=/(x '■ * '-\-x 3 )dxe 



donc Z ( — k — i ) = Z ( k ). 

(53). Euler, dans le tome IV des Supplément au Calcul intégral j 
pag. 4*5, fait mention des intégrales 




B = — fx~ ' dxe 

an-' 1 



qui lui semblent ne pouvoir être ramenées aux méthodes connues. 
Cette difficulté est résolue par les formules précédentes qui donnent 



B=iZ(-.) = i;Z(o) = .-i v /g). 

d'où jj ” i *f- n. Le même auteur ajoute que si on ne peut pas 

trouver séparément les valeurs de ces deux intégrales, on connaît 
au moins leur rapport , savoir, 

i 

A i -h f " 

B a' 

J— «" 



Mais il y a évidemment erreur dans les calculs qui ont conduit 
à ce résultat, puisqu’il donnerait une valeur négative de — , tandis 
que A et B sont positifs. 



Des intégrales Jx‘~'e ~ “’dx cos nx , sin nx, 

prises entre les limites x = o , x = oo. 



(54). Nous supposerons que a et m sont positifs , condition né- 
cessaire pour que les intégrales dont il s’agit soient des quantités 
finies. Pour en trouver les valeurs , considérons d’abord la formule 

Z =fx a -'dxe-'"'~ n ^~' )x -, 
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si on lait e~ (* — s t on aura la transformée 



**(/- Y" 1 

2 r \ »/ 

•' ( m — ny/ — i)* ’ 

laquelle devra être intégrée depuis a = o jusqu'à z—i, Soit donc 
^ = tang 8 et = r, on aura 

„ co»o8 + l/ — îsinofl — , . 

L = P r (fl). 

Il suffit maintenant de substituer dans les formules proposées les 
valeurs de cos rue et sin nx en exponentielles imaginaires, et on 
en conclura immédiatement 

fx a ~'e~ ms dx cos car = — p— T (a) 

fx a ~'é~ m *dx sin nx s= T (a) 

Au moyen de ces formules , on trouvera les valeurs des intégrales 
y x a -'e~ mi dx sin\tjc , fed‘~'e~"' z dx cos*7ur, et en général celle de 
l’intégrale /Tx a—, ê _ ” , ' r dx, T étant une fonction de sinus et co- 
sinus qui peut se développer en une suite finie de sinus et cosinus 
linéaires de la forme A sin (<*x £) -+■ etc. 

Si le nombre a est entier, les intégrales (i) pourront se trouver 
par les procédés ordinaires de l’intégration , et on aura d’ailleurs 
r(a) = , .3.3. • •« — i , ce qui permettra de vérifier ces formules. 

(55). Si l’on fait m = o ou 0 = iir, les formules (i) se rédui- 
ront aux deux suivantes : 

fx a ~'dx cos nx = — ~ — T (a) 



fx*-'dx sin nx = T (fl) 

et en particulier lorsque fl = i , on aura 

r dx COJ nx 



/ 

f 



Ÿx 
dx Md nx 

V* 



= ✓(=) 



C 3 )î 



(5): 



Si dans les formules (>) on suppose a infiniment petit, ce qut 

donne 
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donne r (a) — i , on aura 

f — e -mx cos nx — ao , 

J x ’ ^ 

f^-e-mx sin nx = 6 =arc tang £. 

Si dans cette dernière on fait m := o , on retrouve la formule 
du n° 46. 

Les intégrales dont nous venons de nous occuper se trouvent 
dans le quatrième volume du Calcul intégral d’Euler, pag. 337 et 
suiv. Elles ont été traitées aussi par Laplacc, dans le tome VIII 
du Journal de l’École Polytechnique, pag. 244 et suiv. 

( 5 G). Si on diiTérentic par rapport à a les formules (1), on en 
déduira 

fx°-'e- m *dxcotnx\ogxx= 

fx x~, e -nx dx si Dn xlogX^^.^ ) 4 -( 6 C 0 ,OS ~; nO,IO 5 ') r(^ (S) ' 

La nouvelle transcendante^^ qui entre dans ces formules, peut 

se trouver d’une manière approchée par les tables ; on a aussi sa 
valeur en séries convergentes par les formules du n° 76, II* partie. 

Si de ces deux dernières équations on élimine , on en tire 
ce résultat remarquable : 

1 6 

Jx a ~'e~ mir dx sin (08 — nx) log — = — T (a) , (6) 

et en particulier lorsque a s 1 , 

Je~ m3 dx sin (8 — /ir) log -^ = (7) 

formule où l’on a tang 8 = — et r= «*). 



47 
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De Y intégrale J' - * et autres semblables , prises 

depuis x = o jusqu’à x — x. 

(57). L’inlégrale prise entre ces limites, est infinie; l'in- 
tégrale Cr— se réduit à la même forme Cr— , en faisaut x , * , =u\ 
8 J logx J log u » 

elle est donc aussi infinie ; mais la différence de ces infinis est une 
quantité finie qu'il s'agit de déterminer. 

Pour cela , soit P = I — ; si on difTérentie cette équation 

par rapport à n, on aura 

donc dP = > et par conséquent P = log (n-j-t), sans cons- 

tante , parce que P doit s’évanouir lorsque n =0. On a donc entre 
les limites données , 

A*"— O s = lo s («+*)• (0 

De là il est facile de trouver, entre les mêmes limites, l’intégrale 
J ' — — %£———• Soit pour cet effet x” + ' =u, et ^ — « , on aura 

r — =%(*+■)= 



donc 



f<^pif =he( ^±iy 



w 



On pourrait parvenir immédiatement à ce résultat en observant 
que (x* — 1) x” = x"-*- — 1 — ( x" — i) ; ce qui donne 

/— =/C**“-0e-/(*--0 e = '- s (=£?*)• 

En général , si on a un polynôme 

X = Ax*+ Bx’~ ‘-f- Cx’ — *-f- etc. , 

qui se réduise à zéro lorsque x = 1 , on pourra le mettre sous la 
forme 

X = À (x’ — 1) -f-B(x*~* — j)-f-C(x’“* — 1)+ etc.; 
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et alors il est clair qu'on aura 

f^r= Alog(n-|-i)+ B log(n) -f-C log(n — -i) 4- etc. 

( 53 ). Supposons maintenant qu’on veuille avoir l'intégrale 

/"(x’— O'rfx 

(te)* * 

en différentiant par rapport àn, on aura 

dQ /’afx* — O x"iix « , , » , , , , 

dï=J U = 3 l°g (*« + 1) — - a log («+>); 

d’où résulte en intégrant , 

Q = (an + 1 ) log (an + 1 )— a (n+ i)log (n + 1). ( 3 ) 

Soit proposée plus généralement l'intégrale J' , on fera 

x"*’ = u, - = et , et la transformée sera (/w-f-i) ~ u ~ — • 

Celle-ci , d’après la formule précédente, a pour valeur, 

(w + 0 (a*-f-i) log (aa-t-i) — a(m-f-i) (et+i)log («+0- 
Donc en remettant la valeur de et, on aura 



f 1 ) Io B( a >*+ m + » )— a(«+m-4- 1 )log(«-f-m+ « ) 

+ ("'-M) ]o g ("'+■) , 

intégrale qui pourrait être représentée plus simplement par la 
formule 

f(frr) •»”<i»=ïA , [(»»+0‘ lo gf OT + 1 )]» (4) 

en supposant que la différence Am soit égale à n. 

( 5 g). On trouvera semblablement 



f (^ü 1 ) = i A s [( /» -f- 1 )* log (m + 1 )]• 

En effet, si on fait le premier membre = R, on aura 

S-*/?®-?'”** 

cm ê 

^ = 3(3n-f-"H-t)log(3n+»»-f-') — 6(a»+m-f-i)log(an-f-ni-f-i) 

-J-5(n-|-m40* o g( H + m '+' 0- 
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Multipliant par tin , et intégrant Je second membre d'après la for- 
mule fxdx log x log x — -J ) ; déterminant ensuite la cous- 

tante de manière que l'intégrale soit nulle lorsque n — O, on aura 
R = i ( 3 n-f-/ 72 -f-i)* log — 2 ( 3 n+m+t)‘ log (an+m+i) 

H)*l°g (n+m+O — ï (m-fi)*log (m-f-i), 
quantité qu’on peut mettre sous la forme j A ’ [(/»-l-i)*log 
on aura donc 

/(rÜ 1 ) 3 Wj: = ï [("'+0* lo g ( 5 ) 

(H . Ces formules peuvent être présentées de la manière la plus 
simple et la plus générale, comme il suit: 

f(rzr) * — llx ~ A 0° g m ) 

* m ~'dx — A*(/nlog»i) 

** = V ( m ' lo s m ) 

f(n7 i y xm ~ ,dx = ô A4 ( m ' lo s m ) 

etc. 

les différences indiquées par A étant prises en supposant Am = n. 

Euler a considéré ces intégrales dans quelques cas seulement ; 
voyez le tome IV de son Calcul intégral , pag. 371 et suiv. 

Dcs intégrales LU cl fA-dp cos A<p , prises depuis ?» = 0 

jusqu à P = ir, en supposant les nombres A et n entiers 
et A=n ^_ a * — 2a cos<p. 

(61). D après la théorie des suites récurrentes, il est Lcile de 
voir qu’on a l’équation 

1 — a co» p 

r—aaco:ç + a i=: 1 + 0 COS <p + a' COS 2|) -f- a» COS etc. 

Multipliant chaque menjbrc par 2 et retranchant de part et d’autre 
1 unité, il viendra 

1 — a * 

1 — aocosp-j-o 1= 1 2a C0S( P-f-a«’ cosa^-f-aa’cos 3p-f-etc. 
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d$ cos dp co* _ , , _ v 

*2 — - — - = ^ __ q1i ( 1 + 2 a cos $ -j-aa* ces ap + aa s cos 5$+etc.). 

Appelons en general P" l’intégrale J' ‘- f , prise entre les limites 

p = o , p = ’X ; il faudra pour avoir la valeur de P', intégrer le 
second membre de l’équation précédente. Or il est visible que pour 
cet objet, on pourra réduire la suite i+a« cos<p + aa’cos a^-f-ctc., 
au seul terme au’ cos A<p ; car k étant différent de A, on a... 
fd p cos Ai p cos kp = J /dp cos ( A — k ) p -f- a fdp cos ( A -f- k ) p = 

» > nt égrale qui s'évanouit dans les limites 

données, puisque A et k sont des nombres entiers différens l'uu de 
l’autre. Nous aurons donc simplement 

P' = y’-^^.aa* cos A<p = --/dp ( i + cos aAip). 

Mais l’intégrale fdp(i + cos aAip ) , prise entre les limites $=o ,' 
p = k , sc réduit à K ; donc enfin 

p ‘=rS- CO 

Nous avons supposé tacitement que a était plus petit que l’unité; 
s’il était plus grand, on ferait et alors A deviendrait 

— ( > + a* — oa cos p), de sorte que l’intégrale Ç ^ se ramè- 

nerait toujours a une intégrale semblable où Ton aurait a< i, 

(6a). Connaissant ainsi la valeur de P 1 , on peut en déduire par des 
différentiations successives , les valeurs de P% P 5 , etc. En effet si on 

«liiTérentie par rapport à a l’équation P" = — , on en lire 

dP* f rulp cos xp f\ — a ' — 

~Sâ J A "-*- 1 V, Z ) ’ 

OU 

^ = = ( , -a*)P— -=P*; 



p--=_!_. + ? jPN_ - , 3 s 

«-«* v ^ a’ da)— (,— o*)d(e*)‘ ( J 

Au moyen de celte équation et de la valeur connue de P’, on trou- 
vera successivement 
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P*= =(T^r?p ^ ) } 

P 3 = ' . £~^jï((A+i)(*+a)— aa’(x+ 2 )(A-a)+o < (x— a)(x— i)} 



P<=- 



1 .fl 

t 



-,{ (*-H )0+a)C*+3)— 3 u*(a43)04-3)(*-3) 



1 . 3.3 (i~n*)’ 

+3a<(*+3)(*-3)(*— a)— o‘(*-3)(>—!»)(*— 0} 

^“TTTl • (iz^(( A +'^ A+9X>+ ^ (A+4) -< a ‘ (>+3Kjl ' H5)CA+4)( * _4) 

4 &» , (*+3)(*44X* — 4)(* — 3)— 4o , (*+4)(* — 4X* 3 ) (a. 3 ) 

+»'(*— 4) (*— 3) (*— »X*— •* ) } 

etc. 

La loi de ces expressions esl facile h saisir, et en général si on fait 

* 4 -i .A-fa, * 4 - 3 . ,* 4 n — 1 

3. 



P* = 



(1 — ' 1 ■ 2 

le coefficient A* aura pour valeur 

. n — t « — * — 1 . n — i.n — 3 

A* = I 4 — n .-TXT - + 



a*. 



1 A-pl 

n— 1 . n— a. a — 3 



a*. 



n — a — 1 . fi — x — 3 1 
A*f" I .A^-i 



(3) 



. tt X I.Ft X 3. FF— X 3 . 

.« p etc. 



i.a.3 “ * *4-i . x+a . *4-3 

Pour s’assurer de l’exactitude de celte formule , il suffit de substi- 
tuer la valeur générale de P* dans le second membre de l’équation 
(a), on trouvera, après les réductions, une valeur de P* qui ne 
sera autre chose que ce que devient P* en mettant n 4- 1 à la place 
de n. Tout autre mode de vérification serait moins facile que celui 
que nous indiquons. 

Le cas le plus simple est celui où n = A 4- 1 ; alors A’ se réduit 
à son premier terme 1 , et on a 

pi+i f'dpcosxf va’ *4-i ,*4a.*4-3. . .s» 



1 f df cos Xf va’ 

J £x’*' (1— o 1 )"-*-' 



1 .a.3 . ...x 



(4) 



Un autre cas qui mérite d’être remarqué, est celui de A = oj 
alors on a 







[ I + (^i)V+("^=?)V 



(5) 



formule dont les cocfficiens sont les qoarrés des coefficiens du 
binôme élevé à la puissance « — 1 . On aurait, par exemple , 
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f% = C > +4*«‘+ -f- 4* fl ' 4- «*]• 

(63). Venons maintenant à l’intégrale fà’dç cos que nous dé- 
signerons par Q*. Sans passer par les cas particuliers , on peut 
déterminer tout d’un coup la valeur générale de Q". En effet, si 
on décompose le polynôme i — aa cos <p -f-a* en ses deux facteurs 
imaginaires , on aura 

A= (1 — ae*d — ') — («r-W— i). 

Si ensuite on suppose 

(,— ae* ')*=i+K,e* * -f-K.e’®'''-’ 

+R )+1 e ,l+0 ’ v ' _, +etc. 

on aura semblablement 



( i— ae-* j 4-K .«f» v '“ t .. .+R xé~ M v ~' 

+^* l « ( ‘ +0t ’ / -’-f-etc: 



Multipliant ces deux équations l’une par l’autre, afin d’avoir la 
valeur de A", et observant qu’il suffit de conserver dans le second 
membre les termes affectés de e*W— ■ e t de e— •vv'— i , ou aura le 
produit cherche 

A-= (K X H-K_,K.,+ K, +1 K.+ K i+3 K,+ etc.) 

Mais le facteur 1 1 se réduit à a cos Aç , et on a entre 

les limites données /<fp . a cos* A<p = ir ; doue la valeur générale 
de Q* est 

Q*=* [K x + K x+I K, + K x+1 K,+K x+3 K, + etc.]. 

Or on a par la formule du binôme. 



n.n — i .n — a ..n+i — K 

a. 3 A 

n— » 

K^= (—a)- 



K. _ 5 

A 1 • 9.3. « 



(— 



*+a ’ 

K. +3 = R,.i 

etc. 



A-f» i . A<4*a 



i . . a-J-3 



! (— )* 



R. = "C— ) 

K * = TT (~ a ) > 

K ’= n *7 *T* <r+y- 



etc. 



Donc en faisant Q* ou 

/A-d? COS A<p = vr (— «)\ ”'"7l'5~ 9 .".' ~ + À~‘ A B ’> 



X 
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on aura pour la valeur du coefficient B", 



B a | R • n A - I 

= •+7“ -7+P + 



n . n — i . n — a 



i .a. 3 



.« — î i n — a . n — X — i 
i.a * A+l.A-j-a 
n — a . n — A — i .n — A — a 
A+i . • *4-3 



+ etc. 



(G) 



(64). Remarquons que dans l’application de cette formule il faut 
supposer n = ou > A. En effet, si n e'tait <A, Je développement 
de û* ne pourrait donner aucun terme semblable à cos , ainsi 
l’intégrale f&’dp cos Ap , prise entre les limites données, serait nulle. 

La plus petite valeur qu’on puisse donner à n est donc /i = A, 
alors on a fùf d$ cos A<p = -tt ( — a ) K , ce qui se vérifie immédia- 
tement. 

Le cas de A = o mérite encore d’être remarqué ; alors on a 

/A-dip = * [\ -+ - c~i:r y ■+■ eu? -j w 

Comparant cette formule à la formule (5), on en tire 

J~A"d<p — (1 f (8) 



ce qui établit un rapport remarquable entre ces deux intégrales, 
rapport qui aurait lieu quand même n ne serait pas un nombre 
entier , et c’est ce qu’on vérifiera aisément pour le cas de n = j , 
par les formules de la première partie. 

En général si l’on observe que la valeur du coefficient B* n’est 
autre chose que celle du coefficient A*, dans laquelle on aurait mis 
n-f-i au lieu de n , on en conclura que les deux intégrales dési- 
gnées par P" +1 et Q*, ont entre elles un rapport très-simple ; on 
a en effet d’après les équations (5) et (6), cette formule très- 
remarquable 



cos Ap = 



n.w— I.n— x+i , , v y, ..w, Afrc o«*9 

n-f-* .n+a.n-f- 3 . . .n-f* ^ ^ ' J A*"*"* 



et l’équation (8) n’est qu’un cas particulier de celle-ci. 

Toutes ces formules sont dues à Euler; mais les démonstrations 
de cet illustre Auteur sont, si je ne me trompe, beaucoup moins 
simples que celles que je viens d’exposer. Voyez Je tome IV de 
son Calcul intégral, pag. 194 et suiv. 



FIN DE LA TROISIÈME PARTIE. 



TABLE 
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PREMIÈRE PARTIE. 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



S !• Idée générale des différentes sortes de transcendantes con- 
tenues dans la formule intégrale j pag. 4 

Ou démontre que P étant une fonction rationnelle de x, et R un radical de 

Pdr 

la forme p'fa-i-Cx -f- y.r* + /x 3 -f «x'Jj l’intégrale /—g- ne contient que deux 

sortes de transcendantes, l’une de la forme /(A-f-Bj-J-Cx*) — , l’antre de 

la forme / — J .^p.A. B.C.D. n étant de» coéditions constans. 

I far R 

§ II. Manière de faire disparaître les puissances impaires de la va- 
riable sous le radical , 7 

§ III. Réduction de la différentielle à la forme ^ 

9 



Les principaux avantages de cette transformation sont , 1*. que le radical R , 
qui dans sa généralité contient quatre coefficient arbitraires , est remplacé par 
le radical A = — c*sin* P) , où il n’y en a qu’un; s°. que la variable x, 

qui pourrait être assujétie à certaines limites , est remplacée par l’amplitude f qui 
croit indéGniment; 3*. que l’intégrale, dans sa nouvelle forme, peut être déter- 
minée pour toute valeur de ç , si elle est connue seulement depuis ÿ=o jusqu'à 

S IV. Développement de la formule ta 

On démontre que la formule f Qfo - , où O est une fonction rationnelle paire 
de %ia p , ne contient que deux sortes de transcendantes; l’une de la forme 

43 
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/( A4- B sin* « ) —, l’autre de la forme f — - ^ , N et n ayant dei 

valeurs quelconques réelles ou imaginaires. 

§ V. Définition des fonctions elliptiques , et leur division en trois 
espèces , P a B e '4 

La plus simple des fonctions elliptiques est représentée par f ~ , elle cons- 
titue la première espèce ; l'arc d'ellipse désigné par / Odp est la seconde es- 
pèce. et l'intégrale f- — est la troisième. 

(i -f- n sin*t) A 

§ VI. Comparaison des fonctions elliptiques de la première espèce, 

20 



On donne , d'après Euler , l'intégrale algébrique complété de l'équation 
—f-i ri = o , cette intégrale répond à l'équation transcendante F(f) 



-1- F(4) — F(f<) ; d'où il suit qu'on peut résoudre algébriquement tous les pro- 
blèmes relatifs à l'addition, la soustraction, la multiplication et la division des 
fonctions F , comme on le fait à l'égard des arcs de cercle. 



§ VII. Application à la lemniscate , 3 7 

Les arcs de cette courbe représentent la fonction F (r, dans le cas où le 
module r = tin 45°. 



§ VIII. Application au mouvement du pendule simple, 4 ® 

Le tems du mouvement par un arc quelconque , soit que le pendule ne fasse 
que des oscillations , soit qu'il tourne toujours dans le même sens autour du point 
de suspension, est en général une fonction elliptique de la première espèce, et 
jouit de toutes les propriétés de cette fonction. 

§ IX. Comparaison des fondions elliptiques de la seconde espèce , 41 

La même équation algébrique, qui donne F (ç ) -f- F(4) — F (u) = o, s'ap- 
plique aux fonctions de la seconde espèce, et donne E(p)-f-E(4) — E (,« ) 
= à une quantité algébrique c*sin f sin4 sinju. Ainsi toutes les comparaisons 
des arcs d'ellipse s'établissent sur la même base que celles des fonctions F. 

§ X. Comparaison des arcs d'hj-perbole , 

§ XI. Développement particulier de la formule 

Z — T (f+ gx* ) dx 

^ V (a*-f -2 «Cx* cosS-j-C'x 1 ) ’ 

L'application de cette formule à diverses intégrales definies , offre différcus ré- 



5a 
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sultats remarquable! iut les relations qui existent entre les fonctions complètes 
F'(c), F 1 (A), E' (c), E'(A), dans le cas où c=sini 5 °. 

§ XII. Théorème sur les fonctions complètes de première et de 
seconde espèce , dont les modules sont complémens l'un de 
l’autre , page 61 

§ XIII. Équations différentielles qui expriment la liaison mutuelle 
des fonctions E cl F, 6a 

On remarque qu'une table des fonctions E servirait à déterminer les fonctions F, 
et réciproquement. 

§ XIV. Dé veloppcmenl des fonctions F' et E' en séries , 65 

Ces fonctions dépendent chacune d'une équation différentielle linéaire du le— 
cond ordre : elles se développent en séries , de deux manières , l'une suivant les 
puissances du module c , l'autre suivant les puissances du module complémen- 
taire A. 

§ XV. Des chanf’cmcns qu’on peut faire subir au paramètre dans les 
J onctions elliptiques de troisième espèce , 68 

Formule pour transformer une fonction de troisième espèce dont le paramètre 

e* 

est n, en une autre dont le paramètre est — , 60 



On distingue dans les fonctions elliptiques de troisième espèce , trois formes 
du paramètre; savoir, n = coVt , n — — t -f- b' fin "8 , n = — c*sin*A, 73 

Formule pour transformer l’une dans l'autre les fonctions elliptiques dont les 
paramètres n et n' satisfont à l’éqnation (1 +n)(t ■+■ n') = A’ , 73 



Au moyen de cette formule on peut réduire toute fonction dont le paramètre 



n = — 1 -+- 6* siu“8 . et réciproquement ; mais celles qui 


sont relatives à la troi- 


aième forme n — — c‘ sin'6 . ne sout réductibles qu'à des fonctions dont le pa- 


ramètre est de la même forme. 


TA 


§ XVI. Comparaison des fonctions elliptiques 


de la troisième es- 


pècc , 


il 



La même équation algébrique, qui donne F (p) -f- E ( 4 ) — F(«)so et 
E(») +E( 4 ) — E(p) = c*sinp sin 4 *>n P , s'applique aux fonctions de troi- 
sième espèce, et donne n (f ) •+• n (4) — n ( p) = à une quantité déterminable 
par arcs de cercle ou par logarithmes. Ainsi les fonctions de la troisième espèce 
se comparent comme celles de la première espèce, aux différences près que 
comporte la nature de ces fonctions. 
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S XVII. Formation d’une suite infinie de fonctions elliptiques de la 
première espèce, liées entre elles par des rapports constant , pag. 81 

Le module d'une de ces fonctions sert à déterminer tous les autres; il en ré- 
sulte une suite ou échelle de modules qui se prolonge à l'infini dans les deux sens, 
depuis zéro jusqu’à l’unité. De même, l'amplitude d'une de ces fonctions sert à 
déterminer toutes les autres qui sont croissantes à l'infini dans un sens , et dé- 
croissantes dans l'autre, jusqu’à une limite déterminée. 

S XV1I1. Application de la même loi aux fonctions elliptiques de 
la seconde espèce , 85 

Le premier résultat de cette application est que la fonction de première es - 
pèce F (c, t) peut s'exprimer généralement par deux fonctions de seconde espèce 
E (c , E(c', p') ; d’où il suit que tout arc d'hyperbole peut être déterminé par 
deux arcs d'ellipse, ce qui est le théorème de Landen. 

On peut former, d'après la même loi, une suite infinie d'ellipses telles qu'en 
supposant connus les arcs de deux de ces ellipses, on pourra trouver les arcs 
rie tontes les antres. 

§ XIX. Méthode if approximation appliquée aux fonctions elliptiques 
de la première espece , gg 

Deux formules remplissent cet objet, l'une pour le cas où le module c nW 
pas trop près de l'unité, l’autre pour le cas où la différence i — c est extrê - 
mement petite. 

Les mêmes formules servent à résoudre le problème inverse . c'est-à-dire . à 
déterminer l'amplitude p, quand on connaît la fonction Ffc, <1. 

§• XX. Propriétés particulières des fonctions F( c) , F( b ) , dont les 
modules sont complément l’un de l’autre , q- 

Ces propriétés conduisent à des expressions singulièrement approchées ri n 
nombre w en quantité» logarithmique?. 

§ XXI. Méthode d'approximation appliquée aux fonctions ellip- 
tiques de la seconde espèce, TOO 

On donne encore sur cet objet deux formules , l'une pour le cas oà r n'est 
pas trop près de l'unité, l'autre pour le cas oà la différence t— e est extrê- 
mement petite. 

Ces formules sont ce que l'analyse peut offrir de plus simple pour la recti- 
fication de l'ellipse et celle de l’hyperbole. 

§ XXII. Formules remarquables pour déterminer les fonctions com- 
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pl'etes F'{ c), E‘( c), lorsque c est peu éloigné de l'une de ses 

limites , page » 1 5 

On a ajouté une table des logarithmes des fonctions F'(c) , E'(<) , calculés 
pour tous les angles du module, de degré en degré , depuis zéro jusqu'à go», 1 18 

§ XXIII. Méthode d'approximation appliquée aux fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce , 1 1 g 

Après avoir déterminé la loi que suivent les paramètres et les cnefliciens des 
transformées successives , on donne l'expression générale de la fonction , pour 
tous les cas où le module n'est pas trop près de l'unité. 

On discute ensuite, d'une manière fort étendue, le cas où le module dilTère très- 
peu de l'unité , et on en donne la solution générale par une suite convergente. 

§ XXIV. Des cas les plus généraux dans lesquels on peut opérer 
la réduction des fonctions elliptiques de la troisième espèce, i54 

On démontre généralement, i“. que toute fonction complète de troisième 
espèce peut s'exprimer par des fonctions de la première et de la seconde espèce. 

a”. Qu'il en est de même de toutes les fonctions non complètes en nombre 
infini , qui peuvent se mesurer par la fonction complète. 

3 °. Que la fonction de troisième espèce n(n, c, f) peut se réduire indéfini- 
ment à la première espèce, dans une infinité de cas pour lesquels on a un symp- 
tôme général. 

§ XXV. Réduction générale des fonctions elliptiques dont le pa- 
ramètre est imaginaire , 147 

On démontre généralement que toute fonction elliptique de troisième espèce 

dont le paramètre est imaginaire, peut se réduire à deux fonctions de la même 
espèce dont les paramètres sont réels, l'un étant de la forme — 1 -4-é"sin‘8. 
l'autre de la forme — 6 J sin* 6 ; ce qui confirme pleinement la division qui a été 
faite des fonctions elliptiques en trois espèces. 

On discute particulièrement le cas où n=c (cos ?+[/ — isinff), et celui où 
1 -f- n = 4 (cos K -1- \/ — i sin a). 

§ XXVI. D’un symptôme général pour reconnaître si deux fonctions 
données de troisième espèce , qui ne diff èrent que par les para- 
mètres y peuvent se réduire l’une à l’autre , i 5 g 

§ XXVII. Exemple d’une transformation particulière de fonctions 
elliptiques de la première et de la seconde espèce , 1G1 

Cet exemple se rapporte aux fonctions dont les modules sont sin qÿ" et sin lâ*, 
et sont par conséquent complément l'un de l’autre. 
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§ XXVIII. Des séries qui donnent , sans transformations , les valeurs 
approchées des fonctions elliptiques , page 169 

Ces séries procèdent suivant les sinus des arcs multiples de l'amplitude , 
et leurs coefficiens peuvent être déterminés généralement par les formules re- 
latives aux fonctions complètes de la première et de la seconde espèce. 

§ XXIX. Surface du cône oblique , 17? 

On démontre que la surface totale est toujours déterminable par des arcs 
d'ellipse , soit que la base soit un cercle , soit quelle soit une ellipse. 

§ XXX. Construction de la ligne la plus courte sur la surface 
du sphéroïde t 178 

La latitude d’nn point quelconque de celte courbe étant donnée, on trouve la 
longueur d'un arc de la courbe par celle d'un arc égal d'ellipse; qoant à la lon- 
gitude, elle dépend d'une fonction elliptique de troisième espèce, et d’une de 
première espèce : on peut aussi la construire par le développement d'un cône 
oblique à base circulaire. Les points où la courbe rencontre l'équateur et ceux 
où elle touche les parallèles entre lesquels elle est contenue , se déterminent 
par les seuls arcs d'ellipse. 

S XXXI. Détermination de l’aire de l ellipsoïde, i8a 

On donne d'abord la valeur approchée de cette aire par une série régulière 
et convergente. 

On détermine ensuite la valeur exacte de l'aire en fonctions elliptiques , par 
la considération des lignes de plus grande et de plus petite courbure tracées 
sur la surface de l'ellipsoïde , et on trouve que l'aire totale peut s’exprimer par 
des arcs d'ellipse. 



§ XXXII. De quelques formules intégrales qui peuvent se ramener 
aux fonctions elliptiques , if)4 



§ XXXIII. De l’intégrale F= f— 



(x* ■+• 111) dx 






300 



On prouve que celte intégrale ne dépend que des fonctions elliptiitues delà 
première et de la seconde espèce. 

§ XXXIV. De V intégrale Z — f— d * 

*TT- 



301 






On examine successivement le cas de s— 5 et è»~Ti celui " — — 5 et 
jta — 1 -, et enfin celui de t=i et ju — — f , tous trois susceptibles d’étre 
résolus par les arcs de cercle et les logarithmes. 

§ XXXV. Des cas principaux où l'on peut évaluer , par les fonc- 
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fions elliptiques, F intégrale 



38j 



n 5 -« 

= /x p ’dx(t — x ) n , prise de- 



sa. 



puis x = O jusqu a \ = 1 , 



page aog 



Ces cas sont ceux où n est égal à l’un des nombres S , 4 , G, 8 et 13 . Dans 
le cas de n = ta, on parvient à des résultats très-remarquables sur la compa- 
raison des fonctions complète» F'(c) , F‘(4) , tant entre elles qu'avec la fonc- 
tion F'(sin 45”) , l'angle 8 du module c étant tel qu'ou a sinaS =tang‘i5*. 



SECONDE PARTIE. 



DES INTEGRALES EULERIENN ES. 

§ I. Des intégrales Eulériennes de la première espece , aaa 

Formule générale qui comprend presque toute la théorie de ces fonctions , et 
qui peut être regardée comme une sorte d'équation aux différences finies par- 
tielles . 337 

Au moyen des auxiliaires désignées par A., on donne l'expression générale 

des fonctions sous deux formes différentes, selon que p -f- q est > 

ou < n , a3o 

On fait voir que si n est pair, le nombre des auxiliaires peut être réduit à 

moitié par la formule a57 

§ H. Formule pour évaluer par approximation les intégrales 

On cherche particulièrement la valeur approchée do cette intégrale lorsque p 
et q sont très-petits par rapport à n. 

§ III. Remarque sur quelques cas particuliers où l’on peut sommer la 
suite désignée par -4- fx) , et deux autres de la même espece , 344 

On donne sur ces suites plusieurs théorème» remarquables qui sont dns à 
Laniten , et on ajoute les démonstrations de quelques-uns d eux, que l'auteur a 
supprimées. 

§ IV. Considération des formules intégrales I- log - , 

J t /(.— x ”)" - ' 1 * 

Ç ~~ --3- log' etc. Théorème Iris-remarquable sur la pre- 

J i/o— x n ) n-<l 

mière de ces formules , 3 -l 9 

Ce théorème sert à déterminer exactement la première de ces intégrales , en 
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supposant connue l'intégrale quant aux formules suivantes, leur détermi- 

nation dépend en général de la transcendante (a, n)", c'est-à-dire , de la somme 
des termes pris de n en n , dans la suite t -4- p -f ^ -4- ~ ■+• etc. 

g. V. De la réduction des transcendantes désignées par (a, n)* 1 , p. a 65 

On traite particulièrement le cas de m — a, n= 6, et celui de m= 3 , 
;(=£•, il» dépendent de deux transcendantes dont on cherche l'expression eu 
séries convergentes. 

g VI, Des intégrales Eulériennes de la seconde espèce , 376 

Toute intégrale de la première espèce peut s’exprimer très-simplement pa 1 
les fonctions T ; réciproquement toute fonction T(a) dans laquelle a est un nombre 
rationnel , peut s'exprimer par les intégrales , a 83 



Expression de la fonction I~(è) lorsque h est très-petit , 



289 



On prouve que la fonction T (a) sera connue pour toute valeur de a, si on 

connaît seulement cette fonction depuis g = ’ jusqu'à a — i , ibul. 

Formule pour calculer directement la valeur de chaque fonction T , 290 

Cette formule est du nombre des suites demi-convtrgentts ; on cherche, 
a priori, le point où il faut s'arrêter dans le calcul de cette suite, et on fixe 
le degré d’approximation qu'elle peut donner dans chaque cas , 39a 

Considérations générales d'où l'on déduit des suites convergentes et régulières , 

pour exprimer les valeurs de log T (i -f- x) , log T( 1 — x) , etc. , >98 

Application de ces suites à l’expression générale du logarithme de la fonc- 

3 oo 



tion 



(?)• 



3 ca 



L'intégrale fV'e~ , 'dt, prise depuis t — O jusqu'à t=oo, se ramène immé- 
diatement aux fonctions T, 3 ot 

Table des logarithmes de la fonction F (n) pour toute valeur de a , de millième 
en millième, depuis a = i.ooo jusqu a a = a . 000 , 



TROISIÈME PARTIE. 

DES QUADRATURES. 

§ I. Formule générale pour les quadratures , 



5o8 



Cette formule se compose d’une intégrale aux différences finies et d'une suite 

de corrections dont la loi est connue , 1 

Moyen» 
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Moyen! d'obvier à l'inconvénient que présente la formule , lorsque quelqu'un 

de! coeificiens ^ devient infini dans la partie de courbe qu'on veut 

quarrer , page 3i3 

Le résultat de 1a formule générale se rapproche beaucoup de celui qu'au 
obtient en considérant l’aire de 1a courbe proposée comme une somme d'aires 
paraboliques , déterminées chacune par trois ordonnées consécutives et équi- 
distantes, 3iq 

$ U. Construction de la courbe dans laquelle tare s est donné en 

fonction de la quantité ^ , 3ao 

On trouve généralement l'expression de chacune des coordonnées par une 
intégrale aux différences finies , jointe i une suite de corrections dont la loi 
est connue. 

§ III. Application de la méthode précédente au calcul de la tra- 
jectoire Sun projectile, 53o 

On donne les détails du calcul pour trouver, dans un exemple particulier, la 
hauteur du jet , l'amplitude de U branche ascendante et celle de la branche 
descendante. On détermine ensuite la position de l’asymptote verticale et celle 
de l’asymptote incliné». 

§ IV. De l’ intégrale indéfinie fix (jog , prise depuis x=o, 33g 

On donne deux formules pour évaluer cette intégrale par approximation , 
l'une pour tous les cas , l'autre pour celui seulement où x est très-petit. On 
donne aussi une formula pour trouver l'intégrale lorsque x est plus grand que 
l'iuûté. 



S V. De l’intégrale f ydx prise entre deux limites qui rendent nulle 
la fonction y, . 343 



Application à l’intégrale fx*e~*dx , prise depuis x =0 jnsqu'à x= oo , « étant 
un nombre positif. Il en résulte la même formule qui a été trouvée dans la 
seconde partie pour la valeur de r ( *+ i) , 345 

Application à l'intégrale /"x* ( i —x'fdx , prise entre les limites x=o, x— i , 
« et C étant positifs , 348 



Cette intégrale comprend la détermination générale des fonctions 




35i 



§ VI. De f intégrale f x — *e~ 1 dx , prise entre les limites imaginaires 
qui rendent nulle x — * e — 1 , 35 1 

La valeur de cette intégrale désignée par r' (a), se trouve généralement en 
supposant connue la fonction T (a). 353 



49 
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On en déduit l'expression générale de l'intégrale Q(«) —fd^ cos*""^ • • • ? 
cosÇaetanKE — <ty) , prise depuis ç z=z o jusqu'à 11 s'ensuit que cette 

Intégrale peut être déterminée exactement en fonction de y ete, toute» les foia 
que fl* est un nombre entier, page 555 

§ Vil, De F intégrale Z = et outres semblables , prises 

depuis x — o jusqu'à x — co. 557 

On déduit de U formule principale deux séries d'intégrales qui peuvent toutes 
être déterminées eu fonction des nombres e et sr. En général on peut trouves 

la valeur exacte de l'intégrale J' C °* ° J ~|j - n dx , depuis x ~o 

jusqu'à x= oo , si M , Pf , P sont des fonctions rationnelles et entières de r 1 , 
P étant la plus élevée , et si en outre P n’a aucun facteur de la forma 
x ’ — m*, 36o 



§ VIII. De f intégrale Z=xfe~ x ‘ dx cos ax , prise depuis x=o 
jusqu’à x = oo. 36a 

Autres intégrales qu’oa déduit de la même formule , 565 



ak — î 



§ IX. De V intégrale Z ( k ) = / x a tUe 
x =s O jusqu a x = Oo, 






, prise depuis 
564 



§ X. Des intégrales f x a ~'e~ m * dx cos n x , /* x^'e - " 1 * dx s in nx , 
prises entre les limites x ^=0, x ~ as , 5 G 7 

§ XI. De l’intégrale Ç ^ x et autres semblables , prises depuis 

X — O jusqu'à X = I , 370 

Loi très-simple que suivent les intégrales J' x” — 1 dx , en donnant 

à h les valeurs successives 1 , a, 3, etc. 



§ XII. Des intégrales J' A J^J± el /A" dtp cos Ap , prises depuis 

<p= o jusqu’à Q = it t en supposant les nombres À et n entiers , 
et A = 1 -1- a*— aa cos 9 . 5~a 
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EXERCICES 

DE CALCUL INTÉGRAL. 



SUPPLÉMENT A LA PREMIÈRE PARTIE. 



Nous nous proposons, dans ce Supplément, de faire connaître 
un nouveau genre assez étendu d’intégrales définies , qui peuvent 
être exprimées, en partie par les fonctions elliptiques, en partie 
par les arcs de cercle et les logarithmes. Ces applications, jointes 
à toutes celles que nous avons données dans la première Partie , 
démontrent de plus en plus l'utilité et même la nécessité d'ad- 
mettre les fonctions elliptiques dans le calcul intégral , au même 
titre que les arcs de cercle et les logarithmes. Mais on ne pourra 
jouir pleinement des avantages de cette innovation, que lorsqu'il 
existera des tables suffisamment étendues des fonctions de la pre- 
mière et de la seconde espèce. Nous avons déjà tracé sommaire- 
ment le plan d'après lequel ces tables pourraient être construites. 
Nous reviendrons, dans une autre occasion, sur cet objet, et nous 
donnerons des formules propres à simplifier le travail et à fournir 
de nouveaux moyens d'exécution. 

(i). Les formules que nous avons rassemblées dans ce Supplé- 
ment étant assez nombreuses , nous avons cru devoir, pour plus 
de clarté, les ranger dans une table générale divisée en seize cases, 
qui forment autant de tables particulières. Par celte disposition on 

I 
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a EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL: 

aura l'avantage de saisir d’un coup d’œil l’ensemble des résultats^ 
et de retrouver facilement ceux dont on pourrait avoir besoiu. 

Nous allons parcourir successivement les différentes cases , et 
faire voir par quels moyens on est parvenu aux formules qu’elles 
contiennent. 11 en est quelques-unes qui pourront intéresser les 
géomètres , tant par leur nouveauté que par l'analyse qui les a 
fait découvrir. 

CASE I. 



(a). D’après les dénominations rapportées en| tète de la case, si 
on fait siu* ai = sin* * cos’p + sin*6sin*p, on aura généralement 

/ du en» u »jn** +, »> r , ... , ■ 

ÿîjj s Jdy (sm*a cos’p + siu’b sin . 

Mettant le second membre sous la forme sin*" £ fdp( 1 — kcos'Q)' r 
développant le binôme et intégrant chaque terme par les formules 
connues, depuis p = o jusqu’à <p = ;7r, on aura pour résultat 



/ 



dm fin**"*"*» 

"MN ; 



:^siu**ê(i — nk.{- 



. i J 

•a.4 



■ etc 



■> 



Le second membre pourrait encore être mis sous la forme “ X"^ 
X" étant le coefficient de x* dans le développement du produit 
(i — x sin**) _ï (i — x sin*£) _ *. 



(S). La même substitution donnerait 



A 



dm cos en 



MN sin" 



-A 



dp 



(sin*« cot'p •+• »»n*f »io*f )•"*■' * 



mais cette formule peut être mise sous une forme plus simple et 
débarrassée de fractions. Il suffit pour cela de faire directement 



\ 



et on obtient 



sin*« = 



tia a « fio a C 

•in 1 * cos’f -f- *in*C sin*? * 



/ * dm ro§» l . . , , , 

= .in^Vrin ( ,m ‘* C0S ‘* + S,a< ““*»)■. 

1 intégrale en p devant encore être prise depuis <p = o jusqu'à 
f = r 7r * On a donc généralement, quel que soit «, cette for- 
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5 



mule remarquable , 

/ * d-ê cosa# i p doc co» m sin^'w 

HN35*^î j MN 

CASE IL 

(4). Les formules de cette case sont entièrement semblables à 
celles de la case I, ce qu'on peut voir d'ailleurs à priori , en mettant 
M et N sous la forme M=v/(cos*a — cos*»), N=i/(cos*a» — cos*£). 

CASE III. 

(5). Cette case contient six formules générales fort remarquables, 
surtout dans les premiers cas , qui offrent des résultats très-simples 
et très-clégans. Et d'abord la substitution 

. % >>n*a 8in*C 

Sin ûâ — ^ cos*|> -f- nn a C ain*f 9 

donne immédiatement pour la formule A ” “ » cette 
transformée 

( ?in*C — »°« ) s j n »K cos'p (sin*a cos’p -|-sin'£ sin*<p)" — *, 

où l’intégrale doit être prise de <p=zo à <P~i 7T. Mettant le bi- 
nôme sous la forme sin** -4 £ ( i — k sin*<p)“ - * ; développant la puis- 
sance et effectuant l’intégration de chaque terme entre les limites 
données , on a la valeur de A** insérée dans la case III. 

De cette valeur se déduit l’intégrale B“, par le seul changement 
de sin* en cos£ et de sin € en cos*. 

(6). Par la substitution sin* et =sin*ct cos*p -f-sin’£siu*p ; l’in- 
tégrale /MN^afCOsasin** - ’ u , désignée par C“, prend la forme 

C‘* = (sin* £ — sin* a.)‘/df (sin* * cos* Ç -f- sin* £ sin* $)*, 

de sorte qu’on a en général 

C“ = sin** - ’* sin** - ’£. A‘\ 

(7). A l’égard des intégrales désignées par D**, K”, II”, il est 
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aise de vérifier immédiatement, sans transformations, les équations 

D"=D“-*-f-A”, R" = C“; 

ainsi tout se réduit a connaître la valeur de D*, qui est la même 
que celle de R* et de H*; or on trouve aisément ...... 

D* = - — - cos CS — a), 
a a ' * 

(8). Si on proposait de trouver nne intégrale telle que 



h 



MNrf. 



;sc Ou 



h 



MN rf« 

[ni-*»'. > 



r sni’^eos*"» J sin***** cos“ w ’'» ’ 

il faudrait simplifier son dénominateur par des opérations succes- 
sives , au moyen de la formule -r-r-! = -J 1 î— Soit car 

*in'« cot'i sm** ' co»‘« 3 r 

exemple, l’intégrale : on a d’abord 

J ain J ù» cofc ô» 



ensuite 

donc 



» > . i 

sin 3 *' cos 5 * sin « co s 5 * sin 3 * cos 3 * 3 

J- = 1 L . 

“ co» 3 » un » co* 3 * ' sinV co* » ’ 



' MNrf» 



rMNd* r_ MNrf. r MNrf* r 

J «Tn 1 » C0* s . J sin * cos 5 * 'J sin » co* 3 * sin 3 * coi « ’ 

ou en d’autres termes, P = R< 4. R* + D*. 

CASES IV et V. 

(9). Si l’on fait sin*» = ***** _ t*<* 

sin e coi’f -f- sm*a sin’ÿ * * tang‘f * 

ou c — > y étant un angle auxiliaire tel que cos y = c °‘ C . 

* ' co ** 5 

on aura en général 

/ ' d*» 1 f 

MNWvT — ÎST.sin Cj ~K (' 1 + A * eot **)" 

L’intégrale en <p devant être prise depuis <p = o jusqu’à $={■*, 
on voit que celte intégrale pourra toujours s’exprimer par les 
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fonctions elliptiques complètes F‘(c), E'(c), au moyen de la for- 
mule de réduction que nous avons rapportée. 

La formule générale de la case V se déduit de celle de la case IV, 
en mettant — C au lieu de a, et £*■ — a au lieu de € , ce qui 
ne change point la valeur du module c, ui par conséquent celles 
des fonctions complètes F’(c), E'(c). 

Les formules de ces deux cases serviront à trouver en général 

la valeur des intégrales tang**« , col“», etaussi celle de 

l'intégrale J' MP j , jl" > puisque ces diverses intégrales peuvent 

être décomposées en une suite finie de termes compris dans les 
cases IV et V. 

CASE VI. 



(10). La même substitution dont on a fait usage dans les deux 
Cases précédentes donne la formule 

/ ff«i» in*%i «in*** dp 

MN co* « ain C *(i cVo^iin'f^A* 

intégrale qui doit toujours être prise entre les limites <p = o , 

Cette intégrale peut en général s'exprimer par les fonctions 
complètes F‘(c), E'(c), n'( — c’cos'ci, c), au moyen de la formule 
de réduction rapportée dans la case VI , formule qui est déduite 
de celle de l’art. 9 , première Partie. On peut aussi substituer à la 
fonction de troisième espèce ri', sa valeur en fonctions de la pre- 
mière et de la deuxième espèce, donnée par la formule du n* io5; 
celte valeur est (en supprimant le module c commun à ces fonc- 
tions) 

IP (— c- COSM) = F' + [P'ECi» - «) - E’FCi* - «)]. 

Si on observe ensuite que d’après l'équation i=êtang((7r— <*)tang£, 
on a (n* 57) 

F(i»— «) = F'— F(C) 

E(jar — a) = E‘ — E(6)-f-e*cos« sing, 



La valeur de IP pourra s’exprimer ainsi : 
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n'(- e -cô.*«) a -gF' + Ï^S[E‘F(C)-F'E(C)]i 

«le sorte que les intégrales de la case VI ne dépendront que des 
fonctions F', E 1 , F(C) , E(6). 

(n). Le cas de a=o mérite d'étre développé. Alors on a 
immédiatement 

/ i d * sin*« C (/« «in m 

MN v/(co»*^ — cos*C)* 

Soit cosa = ^,on aura la transformée if^L = i 

dans laquelle il faut faire $ — G , ce qui donnera 

/ d a lin » __ , p / i -4- sin C \ 

j/(»in*C — sin’») * \i — tincj' 

Ce résultat se déduit également de la formule générale 

/tto- = Èr < F ' + E ‘ F <<) - ** CO ; 

mais pour cela., au lieu de taire a = o, nous ferons <t=s, t dé- 
signant un arc infiniment petit. On aura alors c* = i — s*cot*£, 
b = i coté , 

F ' = ^S» £ ^ = sinf(,-fiA‘tan r g), 

De là on voit que — E(ff)]F‘ s'évanouit lorsqu’on fait 4 = o ; 
on a eu même temps E’=i et F(6)= j £ ( ■ 

Ainsi le second membre de l’équation précédente se réduit à 
J £ ( ce *l u * est I e résultat déjà trouvé. 

(ta). Lorsque «t est égal à la quantité infiniment petite t, la 
fonction [T (-—c* cos* a) représente l'intégrale 

r-, — t — ^ 



êinC cou • 



V 
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SUPPLEMENT. 7 

prise depuis <p = o jusqu’à $ = j rr. On voit donc que cette in- 
tégrale se réduit dans ce cas à j _ Jn'c ) » formule qu'il se- 

rait assez, difficile de vérifier par l’intégration directe. 

Ce résultat suppose que £ n’est pas lui-même infiniment petit; 

car si £ était infiniment petit de l'ordre et, on aurait c*=i — 
b= E(6) = F(£) = 6, et la formule générale donnerait 

f >in ' v ev> r c \ 

J V (sin'» — sin’a) . \/ (sin’C — sin*.«) ' 

C’est ce qu’il est facile de vérifier par l’intégration directe. En effet, 
puisque et et £ sont infiniment petits, la variable o > , toujours 
comprise entre ces deux quantités, est aussi infiniment petite ; 
ainsi l’intégrale dont il s’agit est la même que 

/ • a'dm 

IL* 

Soit «‘tstt^sin'ip-f-ê’cos’p, et c* = i — cette intégrale de- 
vient f£d$\/(i — c*sin*p), ou £E(e, q>), dans laquelle faisant 
<p=±TT f on a pour résultat 6E'(c). 

CASE VII. 



(i 3 ). Considérons la double intégrale 

£ _/"r dpdqtinp 

J J a»'p -f- cos*« tio’p cot'q -H coa'C sjn’p àn‘q * 

dans laquelle les limites de p, ainsi que celles de 7, doivent être 
o et ï*. 

Si l’on intègre d’abord par rapport à q , on aura 



-ï/t 



• dp fin p 

^/(cos’p -f- cos’* sin'p) . ^(cos’p -+■ co»*f nin’p)' 



Soit 6>et, et cos p zzz cot £ tang p ; si l’on lait c*=i — 
on aura la transformée 



2, __ Ciî 

ico»«»in t J A ’ 
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laquelle doit être intégrée entre les limites q> — o, ? = <?; on 
aura donc 

Z = — -r-i F (c, g). 

acOtxtelQW v 9 ' 

04)- Faisons maintenant les intégrations dans un ordre inverse, 
et soit pour cet effet cos/> = jr, cos*a cos‘ 9 -f-cos*gsiu , i 7 =cos*a>; 
nous aurons d’abord à intégrer, depuis x —o jusqu’à x — i, la 
différentielle 

<£ r dx 

X* + C< X') COJ"» COS*« 4- x’siD’»' 

L’intégrale est en général ^ M arc tang(xtangai) ; et en faisant 
x = i , elle se réduit à ; on a donc 

am* cos m 

z, — 

J SID» COS U 

Mais d’après l’équation cos* os— cos* a cos* y -f- cos' gsin'ÿ , on 
trouve successivement 

(cos* et — cos* Ç)dq sin q cos q = dm sin u cos a , 
sin q. y/ (cos** — cos 'S) = y/(sin*<* — sin'a) , 
cos y . y/ (cos** — cos*g) = y/(sin‘g — sin 1 »), 

j dot sin v cos a 

™ V — sin**) . v^(»m"C — sia*»)* 

Donc enfin on a 

Tj C wrf* 

J (situ* — 3io*tf) . l/(sm*C— » sin’») 9 

les limites de l’integrale étant a> = a, « = £. 

(i5). Comparant ces deux valeurs de Z, on a la formule re- 
marquable 

— — sin*®) ~ acos et sin C F ( C > ^ > 

c'cst la première de la case VII. 
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SUPPLÉMENT. g 

(16). Considérons maintenant la double intégrale 

.j. _ rr ^W<7 sin p cm'p 

JJ COS 'p -+• cos*« ùn’p cos'q -f- cos*C tiu‘p «in*<; * 

qui aura également pour limites p—o, p — \ w; q = o , ç=^ir. 

Si on intègre d’abord par rapport à q , ou aura 

,p t /• dp tin p coi'p 

a J y/(cos'p •+• coj*« sin*p) . |/(co i'p -f- cos*C»in’p)' 

Soit toujours f>* et cos / j= cot£ tang $ , on aura la transformée 

r£ « cofC Ç dç tang*» 
a * cos*sinC./ A ' 

d'où résulte, après avoir fait $ = £, 

T = _J r . C0, « T “ü£ _ Efc, Ç)~ 1 . 

üain J * sin C L. CO» «t ' * * J 

Revenons maintenant à la double intégrale, et faisons comme 
ci-dessus, cosp = x, cos* a. cos* q cos* € sin‘ q — cos* ot , nous 

aurons d’abord à intégrer depuis x = o jusqu'à x = i , la diffé- 
rentielle 

x'dx 
cos*« 4“ ■*“ 

L’intégrale de celle-ci est 

oc cot’a* . , , . 

-r-r t-t— arc tang (x tang a*). 

»m*» sin‘« *> ' ° J 

Faisant x=i, celte quantité se réduit à - — * ! on a donc 

T = p “ dq. 

J »m*« ' 

Substituant la valeur de dq en fonction de ai, il vient 

r (i — «cot»)c/n cot» 

J V («in*» — sin*«) . y (»in*C — aiu’u)' 

(17). Si on compare maintenant les deux valeurs de T, on 
aura cette seconde formule 

J y (sin*» — .m*«) . l/Y«m“C — aio*») ’ a sin"* sia t l_c<M * v * J • 
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i o EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 

On a d'ailleurs dans la case II, 



donc 



/ dm COt m 

“mn - — ; 



nsinC’ 



/ 



#dm COt\* 



M1I 



- r (~ - 0 + -r i° l * E(c, €), 

i C viu * / a sm « sm C v J 9 



Ajoutant à cette intégrale la valeur déjà trouvée de J ’ ^^,oncn 
déduit 



/ * mdm 
M> 4in k c# 



a sm « sm 
w tang et 



-0 

fc\sin* / 

^F(c,C) + -’ rcot *- Æ(e, C): 

C ' 9 ' f a sin « sin C v 9 ' 



a»iu«MaC ' ' * * a sin «sin 

c’est la seconde formule de la case VII. 

(18). Si on prend la différentielle de la quantité , on 



aura 



cos »\ MNf 

V, sia‘" +l « / —— tin 



(an ) ) sin'a sln’C mdm 
■ * MN 

nn (&inV *^sin*C -f- sîn*a sm*C) mdm 
sin**« ‘ MIT 

(an — i)(i +5in ! rt-fsin ! f) mdm (an — a) mdm 
sin**— • ‘ MN MNsin**“»T' 



Intégrant de part et d’autre, et observant que le premier membre 
est aéro aux deux limites de l’intégrale , désignant de plus par 

Z “ ^^gmle , on aura 

(an + 1) sin*asin‘6Z“ + * = an(sin*<x ■+• sin*£- 4 -sin’asin* 6 )Z“ 

— (an-— sin’* -f- siu'^Z" - * 

+ (an — a)Z M ~ 4 — A”, 

A” étant 1 intégrale dont la valeur est donnée dans 

la case III. 

Cette formule servira à trouver Z 4 par le moyen de Z* et Z', 
qui sont les deux premières formules de la case ; on aura ensuite 
Z par le moyen de Z 4 , Z* et Z*j et ainsi des autres. 
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SUPPLÉMENT. 
CASE vin. 



i « 



(19). Si dans la seconde formule de la case VII, on met jir a, 

~7T — € , — *, à la place de a>, a, C, respectivement, ce 

qui ne cbange rien au module c, on aura, en prenant toujours 
l’intégrale depuis a* = * jusqu'à m = £. 



y(co»C — oos«) <r - ■ , 

MN cos'âi acoa*£cosx a cos «itinC * ' * * ^ */ 

r si nC 



+ 



3 cos^f coi et 



E(e, i-îf— *). 



Mais par les formules de la case V, on a 






dm 

MN DOS** * 



ÎÎ F '( C ) 



sinC 

a COS A cos*£ 



E '(*). 



De plus, les angles j-jf— a, 6, satisfaisant à l’équation 

1 = b lang(j-r — *)tang£, on a, suivant l'art. 5 -j, première Partie, 



F‘(e) — F(c, i* — «) = F(c, S) 

E'(c) — E(c, — *) = E(c, €) — c*cos*sin£. 

De là on tirera 



f 



mdm 



»(co» C — COS «) 



MN cos*« a cos** co» C 



a cos a aia C 



F(c,0 



idin cusf E ( Cj V : 



c’est la seconde formule de la case VIII. 



(20). On peut trouver cette formule d'une manière plus directe. 

•MIV 

Pour cet effet, si l’ou différentie la quantité t— , on aura 

' 1 SID m COS m 7 



\«m* cos a/ 



MNt/i» M mdm 

cos\» cos a G . iri-v — r 

8IQ m COS m MN COB 9 * 



-f- sin’a sin*6 . 



mdm 



MN s 



■ (cos** -f- cos*£ — j) 



MN' 



Intégrant de part et d’autre et observant que le premier membre 
est nul aux deux limites de l’intégrale , on aura 




lî 



EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL: 



• r ^ c . • . * /• r 

COS ût COS'fe / r- = / f- sin*a sin^Ê / -T 

J MM coi 9 «* j»in«co?* 1 Jù 



mdm 



JVÎÎV sin\ 

mdm 



+ (cos\* + cos*6 — I 

Substituant les valeurs des intégrales données dans la case VII , 
et celle de J ' — — donnée dans la case III, on retombe sur 
le même résultat que nous avons déjà trouvé. 

( 21 ). Pour obtenir les autres résultats de la case VIII, il faut 
différentier la quantité " , ce qui donnera 



,/»MN sin»\ 

n \ co z"*'* J '' 



cos“' 
MN dm sin 0 

55f**5 



• (an -f- 1 ) cos'ct cos*6 . 



mdm 



MN 






•/fît* 



an (cos*ct 4- cos*£ 4- cos’ocos'f) i,., 

J Mi\ coa‘** 

- (an - ,) ( , 4- cos’a 4- cos‘6) 

+( 3n - 3 )m 

Intégrant de part et d'autre dans les limites données, et désignant 
par U“ 1 intégrale j' Mf, cos .«^> on aura la formule générale de ré» 
duction rapportée dans la case VIII. Cette formule donne, en fai- 
sant »=» , la valeur de U* ou J " ; ensuite on obtiendra 
de même U*, U 1 , etc. • 

(aa). Si l’on fait a=o, on a c= 1 , E(f)=csinC, F(£) = 
s ces substitutions faites dans les deux premières for- 

mules de la case , donnent les deux corollaires qui terminent cette 
case; au surplus, le second de ces corollaires se démontre direc- 
tement, au moyen de l’intégration par parties. 

• CASE IX. 

(a5). Considérons maintenant la double intégrale suivante , prise 
entre les memes limites que ci-dessus. 



V =/Y-7 
JJ COS', 



<lpdq sin p con'q 



'P 4- l‘o‘p (co»‘« coi-q 4 cos C Ùa'qY 
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SUPPLÉMENT. ,5 

En intégrant d'abord par rapport a p , puis par rapport à 7 , on 
trouve 

V = 

sin'C — tm'tj y \»in**r— sin**/ ’ 

cette intégrale étant prise à l’ordinaire depuis m=a jusqu'à ai = <T. 

(a 4 ). Si on fait les intégrations dans l’ordre inverse , et que 
pour intégrer par rapport à q , on applique la formule 

r dq ccit'q {t / B\ 

J A* coi'q -j- B* tin'q A* — li* \ A/» 

qu’ensuite on fasse cosp—x , on aura 



v _ j* rr «** , , .M w ( 

»id*C — tin'xj |_i — xx 1 — xx* v \ 



coj*C -+■ x* «in’Cx "T| 
co»'« -f- x 1 ml*/ 



Cette intégrale doit être prise depuis x=o jusqu'à x=ij mais 
il faut des précautions particulières pour éviter les infinis que 
l'on rencontrerait en intégrant séparément les deinc parties de la 
quantité sous le signe. Voici l’analyse qu'il convient de suivre pour 
cet objet , analyse qui est d'ailleurs indiquée par la théorie des 
fonctions elliptiques. 

Supposant toujours soit x=colff tangp, c* = 1 — , 

■ADC • 



ou c = : on aura 

ainC 

dr If co»’.. -f- x* tin'f \ cot'C iff 

1 — xx y \co»’*-t-x*«in , «/ co«« sinf ' / »in‘p\ * 

V «n’C J 

L'intégrale de cette quantité est ^ a ‘ s cette 

fonction ayant sqp paramètre négatif et plus grand que l'unité , 
il importe dp la changer en une autre dont le paramètre soit plus 
petit que c*; c’est ce qui se fera par la formule du n* 49» la- 
quelle donne, en faisant rx= colCcosy. 

n ( rW) = F — fl (— • sin*y) -f- —~ C log — — . 

Mxdtipliant par > et observant qu’on a cos€ = cosacosy, 
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14 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 

il vient 



/r^v/( 



co§*C-+-x* fin*C\ 
coa*a -f- x‘ sia** / 






Donc en appelant V' l’intégrale indéfinie. 



K7*s-ïêsy/( 



cos*C 4- x* »‘m*£ \“1 
coï'et. 4“ X 1 aiu** / J 9 



on aura 



V — i log(rë)— i l °s(rS)+ C0 ‘ e co«>[— F+n(— îin»]. 



les fonctions F et 17 ayant d'ailleurs le module commun c et 
l'amplitude commune <p. 



(a5). La partie de celte intégrale affectée de logarithmes, peut 
se mettre sous la forme 




d'ailleurs en substituant la valeur de r et celle de x en <p , on 
trouve 

I — J* A» 

1 — r* “ " 1 — mu”}/ ùn’f' 

Donc on aura indéfiniment, quel que soit tp ,' 

v=k*(i±f)+ik» g (i^?é2) 

-f-cot£ cosj-[ — F-l-n(— sin*}.)]. 

Mais lorsqu’on fait x=i, on a <p=G, r= i , A = cos y, et la 
valeur de V' devient 

V'=ï./(i-}-sin , C— sin*a)-f-colfcos^[ — F(c, £)+n( — sin*y, c,<T)] ; 

cette valeur étant trouvée, il en résulte une seconde expression 
de V, laquelle est 

V = «X V'. 

lin'C— iiaV 

Comparant les deux valeurs de V, on a enfin ce résultat remarquable 
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SUPPLÉMENT. 



/*^(ÏctÏ)= jA 1 +«-<*) 



+d^VS-. t- F t'. 



% i* *iny 

ou I on a c = , et cos > = 

»ioC ' ' 



cos C 

CO* et * 



(26). H ne sera pas inutile de faire voir comment on peut parvenir 
à ce résultat par une route fort différente. Four cet effet, appe- 
lons Z l'intégrale inconnue, 



J 1 Vin £ — »in « / 



Prise depuis a> = a jusqu’à a> — C , on atira (parce que la quan- 
tité sous le signe est nulle à la première limite de l'intcgralc), 

'• ' * ■ T*~7 F (c, 6). 

asm C ' 9 ' 



àZ 



sin et cos et 



P mJm 

7 MN 



Réciproquement, Z pourra se déduire de l'intégrale suivante, 
prise par rapport à a, 

Z = r j f — «/<* sinaF(e, £). 

asinC*' N 7 ' 

Il s'agit donc de trouver l’intégrale f — </a sin a F(c , €) que, 
pour abréger, je désignerai par Z'; mais comme F (c, C) lui- 

même peut se mettre sous la forme f >ln ; > pourvu qu’a- 

près l'intégration on fasse <p = £; on pourra, dans cette suppo- 
sition, écrire ainsi la valeur de Z', 

ni f* Ç — dfdx «in* —ff — d$d* »in«t co» a 

JJ y/(i — c*sinV) J V/( C08 *^ COi'ix -f- < ot’C -in’^ sin\t)' 

Prenant d’abord l’intégrale par rapportas, on aura 



/ 



<fyy/(co**ftcos *et -f- »in*0 sin 8 *) J* cos « . àdç 



co* 3 f — cot J C *io* 9 



sin*C 



et parce que c* =± , celle intégrale devient 

cos a sin’}. F -+• cos a cos '} n )• 



,6 EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL.' 

Mais j’observe qu’à l'intégrale prise par rapport à * J il faut 
ajouter une constante «t»' qui pourra être fonction de 9 et de 5 j 
ainsi en supposant /<9'<i9=<î>, 4> étant une fonction de 9 et 5 , 
laquelle deviendra fonction de 5 seule lorsqu’on fera 9=5, il vient 

Z' = cos * sin*^F -f- cos « cos^n ^ ~h •• 
Substituant la valeur de n Ç — donnée dans l’art. a4, on aura 
Z' = cos *F - n (- sin^) + ^ ^(i±I) + *, 



et par conséquent ' 

_ TT CH5 C T , T , . , v , W /»/l+r\ , » - 

Z = — — s- F n i — sm*>) -f- -r .Cl — - — } H s— ? v. 

a*inC acosasmc ' •' 4 \i — r/ asm C 

Mais on a - -C ( | = ^S(i ■+- r) — ^-C(i — O ! d’un autre 

côté, la valeur de /• donne 

_ 1 — sm*y sin'ÿ sin*C — >m’p 
1 r A‘ * un? cot'p * 

et par conséquent 

» r,. » r / 1 ~ rin*>sin , e\ , w 

- r-) = ? ^ 7- 



Réunissant la partie — 7 // — n .*f. - *V > avec la fonction — ï-s ® , 
r 4 \ «n 1 * co»*p / a sio C ' 

comme ne faisant ensemble qu’une seule fonction de 9 et 5, la- 
quelle, après avoir tait 9=5, devient une fonction de 5 seule et 
peut se désigner par 4 ( 6 ) , on aura enfin 



Z = ÎLSHp p — - 09 g n (— s in’)-) — 7 £(\ -f- sin‘ 5 — sia’tx) 

+ 4(6) + ;•£»• 

Pour déterminer la fonction arbitraire 4 , il faut partir d’un cas 
particulier : or lorsqu'on fait 6 = a, l’intégrale Z prise depuis 
u — a. jusqu’à «==5, doit être nulle. Ainsi on voit que la quan- 
tité 4(5) se réduit à zéro et qu’on a simplement 

/ 
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SUPPLÉMENT. 



*7 



/ M . »nm r/ /» N »cos*C _ , • . _ 

pi “ asinC \ y ' acosasuC ' '' ’ ' 

— ^ X(\ -f- sin*6 — siu**). 

Cette formule s’accorde avec celle qu'on a trouve'e dans l’art, a 3 , 
car elles satisfont toutes deux à l’équation 



mf 



J'^-ùidu-i-f^adù> = (siu*e — sin ‘a)^ 

(37). Connaissant l’intégrale J'^adsa qui revient à . . . . 

sin*? — C > o» en déduira la valeur de cette dernière, 
J JlN J MiN 

comme elle est insérée dans la table. 

Si ou désigne ensuite par V*’ l’intégrale J' * , et qu’ayant 

différentié la quantité mMN cos ai sin** -5 » , on revienne de la diffé- 
rentielle à son intégrale , on trouvera la formule de réduction 
a nV“*‘ = (an — - 1) (1 -f- sin** -f- sin'CJV” -f- etc. donnée dans la 
case IX. Faisant dans cette formule n— 1 , on en tire V 4 ou 

hhF s,n '“ + sin e )/ -m- 

— i *' n ' S f — l ( sin € ~ sin » 

d’où résulte la formule insérée dans la case IX. On connaîtra en- 
suite les valeurs de V 1 , V', etc. par la formule de réduction. 

( a 8). Le cas de a=o fournit plusieurs corollaires remarquables. 
Alors on a c = 1 , > = 6 , A = cos <p , 

*<•.«> = *<ri£ 5 )> 

x dç I “| 

Il ( — sin*^ , C y P ) t ( c > y) —J L » — sin^ ain*f * cos <p cob 

»in*C rr J* dp CO» P ~[ 

co t'ij Lvosp 1 — sio'C sin'p J 
_ *in‘C «inC n f ‘ -f- «in Cnn P \ 

~~ a tort X V, 1 — a m 9 J a cos'f \i — sinCsinf )’ 



r 
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>8 EXERCICES t)E CALCUL INTÉGRAL/ 

Faisant <f> — fi , celte formule donne 



fl |? g * n> * f/ 1 *4“ s>n C \ sinC fi/ i 

aco«*f \i — nnf/ a coj‘C \ t — sin’C/' 

/ 'N” 

— coda, on aura 

r — sia‘a) = l(l +i'? C \ _ ' £' (• - ° 

J «n» ' ' 4 \i — sinC/ a cos C (•=(, 

Celte intégrale se réduit à ~ £3, lorsqu’on fait Ç=\rt. En effet, on 

sait d’ailleurs que l’intégrale j' ~~~~ i prise depuis »=o jusqu’à 

u — o jusqu’à c* = -jir, est égale à jir/a. On peut aussi la déduire 
des formules de l’art 43 , a* partie ; car en intégrant par parties, on a 

f = «f sin » — fdal&iaa : soit sinon =4:, on aura 

fdal sin a —f \ ^ ; donc l’intégrale J , prise depuis 

r dxi~ 

co — o jusqu’à a = j 7r , est égale à l’intégrale J — -—r, prise 

^ p ^ t *“ x.r j 

depuis x — o jusqu’à x— i; or celle-ci , d’après l’art, cité, se réduit 
à jwloga. 

(aq). Si l’on fait fi = ï'»r dans la valeur de J'^ada, qui de-» 

vient f „ r cette valeur devient indéterminée. 11 faut 

donc supposer f 3 jw— «, t étant infiniment petit; mais le 
moyen le plus simple de déterminer, dans ce cas, la valeur do 

f'Ÿi ïia'm — » est de remonter * la valeur de V' de l’art. a4 , 
laquelle , dans le cas de fi == j t , devient 

^ f \ I —XX (* l/(cos*« - f- x 1 si a* st) 

Soit a; = cot*tang^, on aura 

V'= f — jff. u . p 6^ + ,an 8^ . ) _ £ lins ■ a . 

Cette intégrale doit être prise depuis ^ = 0 jusqu'à <p=at; ainsi 
en faisant <p= a, on aura V' = £(2 cos'j £) , d’où résulte enfin la 
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formule 



SUPPLÉMENT. 



•9 



/ * ma* cou » * -y . 

7 7 } , -T-rss-ZTi + cosa) 

^/(êinV — &m «) a x ' 



( 



« = et 




De là on peut réciproquement conclure que dans le cas où 
f =ïir — s, c étant infiniment petit, (qui donne c*= i — t'taug**, 

fl f t 

s in*}. = i — — ^), la fonction n ( — sin*}, c, S), doit se réduire à 



CO! « 



log (i + cos *) — ^ log (x 4 * cos’d) { 



et par conséquent l'intégrale 



/; 



l’dç 



(co»*f H — «in*a) t/(cos"« 4- !* lang'* ain’p) 



prise entre les limites <p~o, ip = i -x — «, se réduit à 

cos a. log(i -f-cosa) — t cosa log(i -f-cos*»). 

Nous remarquerons que , d’après la formule du n* î a , la même 
intégrale, prise depuis <p = o jusqu'à *> = j tt , a pour valeur... 

, i + eo» « \ 

7 cos et /( ), ou 

* \iB-coa*y’ 

cos tt log ( I -f- cos a) — j COS X log (l — COS*ec). 



U n’est pas étonnant que cette seconde valeur soit plus grande que 
l’autre, puisque l’intégrale est prise dans une plus grande étendue; 
mais ces deux résultats seraient très- difficiles à vérifier par l'inté- 
gration directe , et ils méritent par leur singularité et leur diffi- 
culté, de fixer l’atleplion des géomètres. 



(3o). On peut néanmoins trouver assez facilement la différence 
qu’il y a entre les deux formules, à raison de la plus grande exten- 
sion de l’une d’elles. En effet , pour avoir celte différence , soit 
<P = i — 6 , on aura à intégrer depuis 6^0 jusqu'à 6 — t, la 
différentielle 

«vrt 

( 8 ,+ ^y (5 * + ‘ ,un6, ‘ ) 




2* EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 

a . . r » coa?*..d'l cos 4- A . _ 

Soit fl = €tanga tang4 , la transformée sera et son 

intégrale { cos et £ ( * ■ Faisant à la limite 0 = «, ou 

4 = ï -Tt — et , celte intégrale deviendra 



i nf 1 + cosV\ 

■ÎCOSot^l — ), 

* \ i — co»**/ ’ 



résultat qui s'accorde parfaitement avec la différence que nous avons 
trouvée entre les deux intégrales, l'une prise depuis <p = o jusqu à 
<p = j -k , l’autre prise seulement depuis f = o jusqua p = jir — f. 
Au reste, on peut remarquer que la formule trouvée art. io3, se 
rapporte à ce genre d'intégrales. 



CASE X. 



(3i). Considérons la double intégrale 

^ Ç Ç dpdq sin p (A + Il cos'p) 

JJ 



/ co**ÿ tm ‘q\* 

i'p -f sm p ( -x- H — I 

r r \ co» C cos a / 

dont les limites sont o et j tt pour chaque variable. 

Si on intègre d’abord par rapport à q , et qu’ensuite on fasse 
cos <p = x, il restera à déterminer, entre les limites x=o, x= i , 
l’intégrale 

r , r {A + B^dx 

Z = ~ COS et COS 6 / — . . ... r - — — - ■ 

a J i/(i — x* 4in*C) . y (t — x* sm’a ) 

Soit 6 < a. et x = ^4 : soit en même temps c = ^4 , on aura 

sine ’ * »mC ' 

r, *-co««cojC Cdpfk i 

Z = -Tîm —J + 

d’où résulte, après avoir fait $ — € , l’intégrale cherchée 



Z = 



w CCS al COS C 



asm 



p AF (c, C) + B[F(C, O - E(C, 0] 



(5a). Faisons maintenant les intégrations dans l’ordre inverse, cl 
pour cet effet, soit cos p = x et, iv 

cos ’q sin 'q i 

coi'C cos’a ” cotN» * 
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SUPPLÉMENT. ar 

nous aurons d'abord à intégrer la différentielle 

coi '* .(A 4- Bj *) dx 
i — -.xr'êtn** 



Son intégrale, prise à compter de x=o, est 

(A Un», + B) cof. rfi+xdn. \ _ g^ 
b sin • \ i — x un m J 

si ensuite on fait x= i, et qu’on appelle V le résultat, on aura 
V = — B cof» + (A sin’a ■+• B) _ sin „ } 



Cela posé, la ■valeur de Z étant p/dq , il faudra dans cette formule 
substituer la valeur de dq en fonction de f : or de l'équation sup- 
posée on lire successivement 

(suffi — sin*«) sin'ÿ = (cos’» — cos’fi) ; 

(sin*fi — sin*») cos ’q = (cos*« — cos*»), 

- . , , , „ ./O dm sin m 

(sm*fi — sm*«) dq sin q cos q = cos*« cos*6 . ■ coj , < , 

C 05 « cosC.d» t»ng » 

“V y (»in’» — sia’*) . VZ(itin’C — «□’•)' 

Donc enfin, si on fait pour abréger, M = /( sin*» — sin*») , 
N = v/(sin*C - sin*»), fl = on aura 

Z = A cos * cos êj' — jjjf— + ® cos * cqsGJ ' ») mn » 
ces intégrales étant prises depuis ta — a. , Jusqu’à » = fi. 

(35). Comparant entre elles les deux valeurs de Z , on en tire 
ces deux formules 



RIN — ïiïTC* < c ’ 

CC Q \ rf.c°t« _ 1__[F (c, fi) — E(c, fi)]- 

J \«ia» ‘ J Mît asm’* «inf ^ v ' 

Ajoutant à la seconde formule la valeur de donnée dans 
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aa EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL, 

la case I, on en déduit 



/ Pd* CO« tt ir f ir __ . _ . 

MN «in"* a sin * »in£ ”* a *in’« sinC L ' ' C * *^( c > *)]• 



Nous avons ainsi les deux premières formules de la case X. 
Pour avoir en général la valeur de l'intégrale f ^*.~* > que 

nous désignerons par P”, il faut diflërentier la quantité . 

puis revenir de la différentielle à l’intégrale, ce qui donnera la 
formule de réduction 



(a»-|- j) sin’a siu*£ P*' - * ’ = an (sin*a-f*su»*€)P"— etc. 

rapportée dans la case X ; et an moyen de cette formule, on troo- 
vera successivement les valeurs de P 4 , P 4 , etc. 



(34). Quant aux corollaires qui terminent 1a case , ils se dé- 
duisent sans dilliculté des formules générales , les uns en faisant 
€ = ;T, les autres en faisant a = o. 11 suffira seulement de faire 
voir ce que devient, dans le cas de « = o, 1 équation 






du cot» 



M.N 






cfF (c, C)-E(c, C)]. 



Alors le second membre prend une forme indéterminée, et pour 
en avoir la valeur, il faut supposer a. infiniment petit, ce qui rendra 
de même c infiniment petit. Or on a en général 



T(c,Q-E(c, 9 )=f£i£i d p, 



et puisque A = v/(i — c*sin*ip), si on rejette les infiniment petits 
de l’ordre c 4 ou a 4 , le second membre se réduit à c'fdp sin*p 

,4 # 

= — (<P — smçcosip); donc en faisant. <p = £, on aura 




— sin*)f/*co«* sr .m . * 

MNlïn 3 » = 4mTC — S,n C C0S O- 



CASE XI. 



(35). Pour avoir la valeur de l'intégrale J' n,i ‘‘ co ^ i £Z f q^ 
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SUPPLÉMENT. a 3 

nous désignerons en général par Q“ , il suffit de changer le signe de n 
dans la formule de réduction de la case précédente , parce qu’alors 
P“ se change en Q", et l'on aura 

(2»+i)Q“ + *=2n(sin , a-fsin*C)Q“ — (an — i)sin*atsin*£Q“ - * 

H” désignant l'intégrale } dont la valeur a été don- 
née dans la case III. De là on tirera la valeur de l'intégrale Q*, 
en faisant n = o , puis celle de Q 4 en faisant n = i et ainsi 
de suite. 

Les corollaires offrent plusieurs formules remarquables, mais ils 
se déduisent sans difficulté des formules générales. 



CASE XII. 



( 56 ). Pour parvenir aux formules contenues dans Cette case , 
considérons la double intégrale 



=//- 



dpcUj »i n p co i*q 



. . . / coê*q , 



dans laquelle les deux variables ont toujours pour limites o et £ tc. 
Si on intègre d'abord par rapport à p, et qu’on fasse -~ 

cos'o , »in*o 

= — js H — , on aura 

C04“C cos*«t ’ 

Y _ co» a coà ’C r adm ./ »in*« — »in‘« S 
~ »in“C — sin 'a. J co»» ’ V fin’C — ncfmj * 

l'intégrale devant cire prise depuis *> = « ;’usqu’à u = €. 

(57). Faisons maintenant les intégrations dans un ordre inverse : 
l'intégrale étant prise par rapport à 7, si on fait cos p = x, on aura 

-y __ » co»*« co»*» r dx r~ cm C ,/ 1 — x* »in*« \~1 
â(iin'C — âTn*<t) J 1 — xx L * co» et ^ \ 1 — x* «in*C /_}" 

Soit, pour abréger, 

v r dx ,, co»C C dx ,f 1 — x*»nV\ 

el v =cWi=7xni^Æ{j' 
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EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 



•6« *•« .!■ V-!£5=2£<*-TO. Si on » * = £$.« 



c = ^7r, oa aura d’abord 
tin C ' 



f üllp 

âcj «n'p * 



on 

„ cos c rdt/ . . . \ 

' — cos«si aCJ AV 1 " + lin’f)’ 

1 «in'C 

cc qui donne l'intégrale indéfinie 

Y = f sin’at.F + cos**n(— ^)3 

C03 * 8U2 b L \ sin I 

Mais en faisant r= cot S cosa.^p, on a, comme au n* a 4 , 

„(_,J î )=r-n(-d.si) + Sr^C r ±f). 

donc 

Y = ■ cotC „ F - c .^-“ n (- sin*a) + , 

et de là 

X-Y - U('±ï) F n( — sin*»). 

Mais la partie î^(^) — se ^duit , comme ci- 

dessus, d’abord à ^(7^7) — ensuite , par la subs- 

titution des valeurs de x et de r en fonctions de <p , elle devient 

jusques-là il ne s’agit que de l'integrale indéfinie. 

Maintenant à la limite de 1 intégrale on ax = i, P = G r • 1 > 

A = cos a , ' *= 1 + ton 6‘* + tan S' e » d °“ C enfîn 0n 

aura pour seconde valeur de V, 
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V = 



sr cosVcos'C 



a(Mn*C — sinVt) 



SUPPLEMENT. 

cosfcos* — , . , cosf 

—, — ri( — sui’a , c , t ; — ? F 

suit ' ’ ’ ' cosdamC 



a5 






+ i£(i 4* lang*« + lang*6) 

(38). Comparant ces deux valeurs de V, on aura la formule 

•i idm M 

N atqj 



fSr. ■ •> «)-râ r (°. e > 

Ajoutant l’équation f — F (c. S) , on trouve 

^ J MN a « nC V ' 

/sï^t = dh- n sin ‘“ » c » f ) 

+ 4 co.I w ' s ê A ' + tan 8‘* 4- ‘ a "g‘£ ) î 

c’est la seconde formule de la case XII. 

(3g). Pour avoir les autres formules , désignons en général 
par T*"*" l’intégrale f ; ■; si on difTérentie la quantité...' 

■/ * > et H 110 * a différentielle on revienne à l’iutégrale, on 
trouvera la formule : 

a/icos'at cos’ffT”*' =(a/i — i)(cos , a-t-c°s'£4*cos , acos*<?)T , * - ‘ 
— (a/i — a)(i +cos*a•^-cos , ^)T“ =;, 

4- (m -5) T"- 5 +B’\ 



B“ étant T 



'intégrale J' 



« p . . ... 

rrr - — , donnée dans la case III. 

rrn in+l « 7 



Si on fait n— t dans cette formule, on aura 



3 cos*a cos’ffT 5 = (cos’et -f- cos’S -f- cos'a cos'ff) J' 

/ nd» cos’. , w (cos « — cos £)’ 

M.V ' 4 cos a cos C 

L’iutégrale s t donnée par les deux premières formules 
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de la case XI; ainsi en substituant sa valeur, on aura 



/» 



Cldm __ ar (ai n°«c os*£ -f- coa"ct) 

MN coâ’» ’ 8 cosV cos C 



4*inCco* a * 



F(c,ff) 



co»*« -f- cni*C 4- mi'* cn«*C 
2( 

<r sinC 



4 cos’at cos’ 



2 coa a u cos'C 

|^E (c, 6); 



% 



(ldal 

WN CO» a» 



c'est la troisième formule de la case XII. 

On déterminera ensuite aisément par la formule de réduction, 
les intégrales T 6 , T', etc. 

CASE XIII. 

(4o). D'après les dénominations rapportées en tête de la case , 

... r .. . i — ein’C co»* J. , , | 

si 1 on fait cos*a> = ; -, on aura en general 

co»‘« B 



/ 



dm »in m co» 1 '*'» 






PQ 



d’où l’on voit que celte intégrale ne dépend que de l’angle 9. 

De même, si l’on fait cos’a* = cn *,^ - — - , on aura générale^ 

7 1 — »ib*C sin'f 7 ® 

ment 



/ 



<1* sin « 



PQ co«— 



-fd<p(i — sin*£ sin*p)*, {ç — 



= o 
* 



de sorte que cette intégrale ne dépend que de l’angle X. 

On peut d’ailleurs observer que € est l'hypoténuse d'un triangle 
sphérique rectangle dont » et y sont les deux côtés , et que dans 
ce triangle X est l’angle opposé au côté y, et j-x — 0 , l'angle 
opposé au côté a. 



(40- De la dernière formule on déduit les deux suivantes, qui 
s'expriment par des fonctions elliptiques dont le module est.... 
c = sin € : 



A 



d* sin tt 



— — î — 

I\>co»‘*. co6‘'y J 

/ dms in«co»**» p de 

— vq — = «**>/--. 



) 



f = o 
e=x. 



Si dans ces formules on fait «= o, ce qui donne € s^y, èsjjr, 
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SUPPLEMENT. 37 

Q = sin«, P = i/(sin*£ — sin*a), on aura les deux suivantes : 



r. — . 1 , , 

J co5*"«^/(sin*C— sin**) co5*%-' ~9 

/ dmCOfm xnPC 

J/(ùn*C— »n‘.) C ° S V A"*** 



f » = o 

l?=l* 



Ces intégrales seront donc toujours faciles à exprimer, au moyen 
des deux fouctions complètes F'(c), E'(c), où l’on a toujours 
c — sin €. 

Si l’on observe d’ailleurs qu’on a généralement, lorsque • 

9 — ïf, (*) 

et que dans ce cas, 6 = cos€ , on eu conclura 

C d ‘ cnt "“ — fa'—efa • 

J v/(« n, C - «in 1 ») —J* "P » 

c’est en effet ce qui résulte immédiatement de la substitution 
sin ai = sin £ sin <p. 

De là on voit qu’on a généralement 

r. ^ cos». cos-’Sf — 

Ces deux intégrales étant prises entre les limites a— o , en — ff. 
CASE XIV. 

(4a). 11 suffit de la substitution cos'm = , , pour ob- 

tenir les deux formules générales comprises dans cette case. 



(*) On peut démontrer immédiatement cette formule en faisant 

tangv = j. cot 4 , car alors J ' a pour transformée — ^ /d4a" _, (4) ; or 
cette dernière intégrale devant être prise depuis 4 — i ir > jusqu’à 4 — û . est Ia 

même q«* prise depuis pz=o jusqu'à f = i». 
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aft EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 

Les intégrales en p s'étendent jusqu'à ç z=\ 7 r ; ainsi elles s'ex- 
primeront toutes par les trois fonctions complètes ï'(c)j E'(c), 
fl 1 ( — c’ sin'£, c ). Celte dernière peut d’ailleurs s'exprimer en fonc- 
tions de la première et de la deuxième espèce, au moyen de la 
formule du u" io5, qui donne 

n’(— c* sin’6, «) = F 1 (c) + ^ [F 1 (c) E (c, <?) - E’ (c) F(c, C)]. 

Si l’on a y = { 7 r, ce qui donne 

C — a, P=cos», Q=t/(i — cos’acos*»), 

les formules précédentes ne peuvent avoir lieu, parce que la valeur 
de cos‘» ne peut plus être représentée par la formule supposée. 
Alors on a l'intégrale 



,p«. r d» et» 1 " -1 » f 0 — o 

J — cos^acos’»)* 1 • = *» 

dans laquelle faisant sin » = tanga tang tp, on obtient la transformée 

»y«» i rdf / »in*a \— 1 |f=o 

J co» f\ coa'fj ■ I a = ) * — « 



Celle intégrale ne dépend en général que de la transcendante 
f -to» < P 1 ' > dans * es *' m ‘ les données, se réduit à 7-^(7—“^)) 011 
à log cot-ja. 

CASE XV. 

(43). Il s'agit de faire voir que les quatre intégrales désignées 
par T, V, T', V', peuvent être transformées en quatre autres d’une 
forme plus simple, et qui ne contiennent qu'un radical. 

Pour cet effet, substituons d’abord, au lieu de », la suite.... 
tang » — 4 tang’» + j tang*» — etc. , on aura la première de ces 
intégrales 

T =J py ( I tang » — $ tang’» -f etc.). 

Soit ensuite tang» = tang y cos £ et *=77^» oa aura la trans- 
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a 9 



formée 

T = Ct — i lan g‘> cos *C + i la,1 g‘> cos4 £ — elc -)- 

Supposons qu'on ait déterminé généralement , pour une valeur 
quelconque de m, l’intégrale 

z „ys={(!f _ £ CO.-J + S - eu,) , 

si dans cette intégrale on fait m—langy, et que Z se change 

Z' 

en 1 ! , on aura alors T = -t— 7 — ; aiusi tout se réduit à trouver 

* êinc ung'y 

la valeur de Z. Or en diiïerentiant par rapport km, on a 
dZ C dl cos { . . . ,0 , . .0 . \ T m'dicos! 

dm=J -etc .)=/ 

Soit c sin £ = sin 4 , ce qui donne A = cos 4 > on aura 



dZ 

dm 



?•/; 



rf 4 - 



(1 -J- m*) cosVf- -f- ^1 ^ sin'-^ 



Avant d'aller plus loin , j'observe que la valeur de m qu’il faudra 
substituer après les intégrations étant tang y, la quantité 1 — -~ 
est toujours positive. Soit donc 



1 -J- m* 



et on aura 



d.Z 



d * 



_ "»* r 

dm c(i + m*) J cos‘4<+ /■’ 5l3 ')' ’ 
d’où l'on tire en effectuant l'intégration , 

■ 3 - = , - ”L — r* arc ,an 8 (" lan S 4)- 

dm c(i -f-m’) n k 0 T/ 

Les limites de £ étant o et ;ît, celles de tang 4 sont o ct £ , 
faisant donc ^ = tang <p , on aura 



cfL = 



m*dm 
tO + m')' 



/ 
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Mais puisqu'on a n = ~ tang p , on déduit de là, 
m’=~(c‘—sin'p). 

Ainsi en substituant la valeur de m en p, on aura 
Z = — p fpdp \/(c' — sin*ip ). 

Cette intégrale doit être prise depuis la valeur de p qui donne /n=o* 
jusqu a celle qui donne »»= tang : dans le premier cas on a p=X, 
et dans le second <p = 0 ; et parce que A est >6, il convient de 
mettre Z sous la forme 



Z = çifpdp y/ (c* — sin'p) : 

et l’intégrale devra être prise depuis p = 6 t jusqu'à <p = A. 

De là résulte l’intégrale cherchée 

T = unul-ÿ W * ^( 8in ‘ X “ ““‘‘P) * {Î = I 

c'est la première formule de la case XV. La seconde, qui donne 
la valeur de V, se démontrera d'une manière semblable. 

(44) . Pour démontrer les formules qui concernent les deux inté- 
grales T', V', il faudra substituer au lieu de H sa valeur développée 
en série , laquelle est sin a -+- j sin’ai -+- } sin s a> -f- etc. Du reste , le 
calcul sera entièrement semblable à celui dont nous avons donné 
le détail dans l’article précédent. 

(45) . Si l'on fait sin p — sin A sin 4 et sinA = c, les valeurs 
trouvées pour T ■+• T' et V -f- V' prendront cette forme 

,j, , ^,1 __ tt-«ioC »in*A r dpcos’p 

asinVjin’j. J V/( t — c*sin*+) * 

v + v '=~ r , r d * 

3>inC)i/(i — c* «in*'!') * 

ou les intégrales doivent être prises depuis jusqu'à 4 = -it; 
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On obtient ainsi pour les valeurs de ces intégrales , des expressions 
en fonctions elliptiques qui se transforment comme dans l'art. 10 , 
et donnent les résultats consignés dans la table. 



(46). Ces mêmes résultats peuvent être obtenus d’une manière 
plus directe. Considérons pour cet effet la double intégrale 



_ r r dpdq «in p (A -f B cos*/)) 

J cot ‘P + *“*p( 4- cot'y lin*?) 



dans laquelle les variables ont pour limites o et -j 7T. 

Si on exécute les intégrations d'abord par rapport à y , ensuite 
par rapport à p , et qu’on fasse c = , on aura pour résultat 



Z 




■* eos*« 
seia’a 

■x COS a. 
asinC sin*^ 



t 



t cos « #in C 
a6iu*<tsio’^ 



E(c, Ç)] 



[ A sin*j. — B cos*y] F (c , €). 



( 47 ). Faisons maintenant les intégrations dans un ordre inverse, 
et soit cos p c= x , nous aurons d'abord à intégrer la différentielle 

.p _ (A-f Bx*)rfc 

4 - m*( i — a*) * 

où l'on a m % = -f-cos*^ sin*y. Il faut pour cela distinguer deux 
cas, selon que m est plus grand ou plus petit que l’unité. Or je 
remarque que depuis siny = o jusqu'à sin y = la valeur de 

m est plus grande que l’unité, et qu'on peut faire /n = ^— ; mais 
depuis sin y = jusqu’à sin y = i , ou a m < î , et il faut faire 
m = cos t*. 

Soit , i*. m' sss — î-r- = ^-r ■+■ cos*> sin*y , on aura 

* CO»*» cos» • • ’ 



dp 



cos'ac 



(tr (A 4 - Br*) 
i — jc* lin 1 * 



Intégrant depuis x=zo jusqu’à x= r, et appelant F celte première 
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partie de la valeur de P, on aura 

P' = — B cot*» -f- ( A sio'» -f- B) Cl col 

11 ne restera plus qu’à trouver la partie de l’intégrale Z, désignée 
semblablement par Z', dont la valeur est fYdq. On substituera 
pour cet effet la valeur de dq en fonction de », et on trouvera, 
d’après les dénominations de la table, 

Z' = A cos a . V' -f- B cos « . T'. 



Soit , a”, m = cos*» = C -^L2- -f- cos'y sin ‘q , on aura 



cl P = 



(A -f- Bi‘) dv 
co a*» -f- 4S® êin*« 9 



et l’intégrale de cette quantité, prise depuis x — o jusqu’à x = i , 
donne pour la seconde partie de la valeur de P, 



P* = ^-+( A ’ 

un « ' 



■ B col*») 



Dit) 0/ COS OC 



De là résulte la seconde partie de la valeur de Z, U' =.fP’dq 
dans laquelle substituant la valeur de dq en fonction de », on trouve 

Z" = A cos a . . V H- B cos et . T ; 



donc enfin la valeur totale de Z est 



Z = Acos«(V + V') + Bcosa(T-f-T'). 

Comparant entre elles les deux valeurs de Z , on en tire les deux 
formules données dans la table pour exprimer les valeurs de T-f-T' 
et V + V'. 

(48) . Le cas de > = «, où l’on a cos 6 = cos*a, mérite d’être 
remarqué, parce qu’alors les quatre intégrales T, T', V, V', sont 
prises entre les mêmes limites » = o, « = «. Il conduit aux deux 
formules rapportées dans la table. 

( 49 ) . Enfin, le cas de > = )•»■, où l’on a è = {ir, X=|», 
0 = jir — a, donne ces valeurs très-simples de T et T', 

T 
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T== .lk^ C0S< P» T, = I^^ 7r — <p )' /<pcos< P> 

où les intégrales doivent être prises depuis p = i -jr — et jusqu’à 
pz=z\*. Or en général ou a 



fpdp cos p = p sin p ■+• cos p -f- const. , 

/({ K — p)dpcosp =(j7r — tp)siu$ — cosp + const. 

Donc entre les deux limites désignées, la première de ces intégrales 
= ï7t(i — cosa) + acosa — sin», et la seconde = sinet — a cos a. 
De là résultent les deux formules 



A 

A 



(l — m cot ») d’* 



sin ; |/(i — co»*«e cobV) 1 -f cos * 

(n — sin •) dm CM* '* ! — et cot * 

sîh'wV/Cmu** — sin*») sin* 



+ 



« col ce — 1 




où l’on doit remarquer que la première de ces intégrales est prise 
depuis ct> = o jusqu'à a>= j-ir, et la seconde depuis co = o jusqu’à 
accu. 

Ces deux résultats peuvent se vérifier par l’intégration directe. 
En effet, on a indéfiniment 



A 



(l — m COt ft>) rffrf 



*in»V / ( l — co**«t cos* *») ' 



Pi ÿ( 1 CO**«CO$*fl») 

sin*ct sin m 

_i_ cn * * arc sin (cos a» COS a) -f- C. 



Prenant cette intégrale depuis o> = o jusqu'à eu — j ir , elle se ré- 

... jer . «cola — I 
duit a L - 



rja 

J »*n* 



1 -f- cosa mu « 

On a de meme en général 
«• 

(O — »in <*) dm coc m a^(âin*« — sin*») 



— un*») 



»in’« sin » 



+ CO» * /cos « 

——arc cos( — 

■in'c \cus 



3+e- 



Prenant cette intégrale depuis a» == o jusqu'à ce = a , elle se 
réduit à - * cot * , comme on le trouve à la fin de la case XV. 

un « ' 



5 



Digitized by Google 




EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 



54 



CAS F. XVI. 



( 5 o). Par les formules des cases I, II, IV, V el VI, on peut 
connailre en general la valeur de l'intégrale co» m a sia'ùi , 

quels que soient les nombres entiers m et n , positifs ou négatifs; 
pourvu que soit pair. Les formules de la case XVI don- 

neront la valeur de cette intégrale lorsque m -f- h sera impair. 
Soit pour cet elfet sin‘û» = sin’a cos* p+sin*C sin*<p = : 

sin’£(i — c*sin*ip), et c' — 1 — , on aura en general 




cos m sîn**» 

"1ÎN 



= sin*— '£/À*— <êp. 



Cette intégrale devra être prise depuis ? = o jusqu’à <p = j ir ; 
ainsi elle ne dépendra en général que des deux fonctions com- 
plétés F‘(c),E'(c). Il en sera de même de l’intégrale générale 



/ rlacoiu I f clf 

MN sin’"« »iir J A’"-*" 



«in f» sur".* 



Ju'—'dp, 



et ainsi on a, quel que soit n , 



/ do» cos v 1 r 

MrS'wn 1 ^ nn "A9in tm cJ 



dt» COS m sin a *f# 

mN • 



Par la même substitution , on trouve en général 



/m? 



dtë 



?I.\ cos‘" 



sine cos' 



cos’*î J { i 



f/o 



c 3 taog*f sin'f )"A ’ 



intégrale qui, étant réduite d’après la formule de case VI, 

pourra toujours s’exprimer par les trois fonctions complètes F'W, 
E'(c), n'(c*taug*£, c) ; et cette dernière, comme on sait, peut 
être exprimée en fonctions de la première et de la deuxième es- 
pèce, par la formule du n’ 96. 

Les trois autres formules générales de la case XVI, se déduisent 
des trois précédentes par le seul changement de « en - — 6 , et 
de S en ~ ts — a. 
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CASE J. 

Dénomination» 




l/(sin’» — tin**) 
|/(sin*C — jin*») 
«in*f — sin'a 
»in*C 



Limita» des intégrale» 



C 



/ 



</*co9«sîn« 



/ dm coa 

M 



MN 
os* sii 
MN“ 



dm COS* 910 J * » . , . . ... 

- (; sin a «-f- f sin'C) , 



/ dm copain** * f\-Z . . .... ... |3 \ 

MN = a \n m m + *““ - I"»** 



et en général , 

/ */*co«*sin , *‘ t ’'* . . /.a— 

jjjjj = fii (»in*« cos’f + »m*f sin’^)* , Lim. { ^ Zi , 



oa , en effectuant l'intégration , 
tfvcOftisin*" 4 ' 1 * 



/ 



■w 






A 



dmcotm 



MN «in • asin m sin C 1 
dmCOfm 



/ • dmf'Ofm * 

MM sin*. = 

/ 



et en général , 

dm CO». 



/ * dm CO» » I ('du CO) m lin* 

MM tin** 4,1 . — lin*** -1 » »in“ +1 C 



? b ^ V ‘ 



MN 



M- 



Ma 



0^ 
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CASE II. 



Même» dénominations et limites que dan» la case l. 

, , cos*« — cos’C 

De plus, h = ; > 

r * cos « 



/ dm sine coj» 

SÏN *'* 

/ dm sin# cos 3 # # , . * - x 

m = - (ico^ + icoi»-), 

/ d* SÎnâ» COS 5 * *• / 1.3 , .» * • I 1 \ 

-^wn — = 5 \~4 COi m + * co “ • • cos * + TTi , co ** ; ’ 



et en général , 

/ d# sia» cos** 4 *# *■ 

BS = ï“ r 






/ * dm sin * ir 

MN coa* acosfcos» 1 

/ * r/* ein* *■ # , ... . 

zjïZ r = T* F" (ï co * b + ï Co * •) * 

MIN co« 3 » acor»co» 3 « 



et en général , 



/ * dm h in* 1 f* 

SÎIN co* , "' w # cos'^’C COS ' ,m+ 'mJ 



dm sin • cos*’’* 1 # 
MN '• 



CASE III. I Mêmes dénominations et limites que dans les cases 1 et II. 



/ MN dm cos # 
sin“ +, « * 



A“ = - (sin f — sin •)* 

4 

. , «-(sin ! — sin «) * 

4sin «~sin S * 

, 4 * (sin*C — sin’#) 1 

i6»in’« sin'i * 
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3? 



.. jt (sin*C — sin*«y „ . 

À 6 = — L / «ïn*rf 



3— 5 — .-(«m-. + siaS*), 



et en général , 



A*" = 



■•i'sinf /1 n — a, i.3 n — a.n — 3,. 1.3.5 \ 

— i _ ' i -r 6 + — rrâ — k -jT 3 - ttc ) 



-/ 



MN dm sin ■ 



B* s - (cos « — cosî)*, 

4 

g, ir (en» « — cos î)* 

4 cü 3 «cosî ’ 

g 4 * (coj*« — cos' - .)* 

lécos'.coi 1 » ’ 



et en général , 

n „ *A*cos« /i n — a, 1.3 n — a.n — 3., 1.3.5 \ 

B -4 7^(4 ~ h Te + — ~ a 



C** = fMUdm cos»sia**T 3 » , 

ç, <r(»inC — sin«)* 

4 sin«sinï * 

C* = ^ (sin C — sin «)* , 

4 

C 4 = ^ (»in*î — sin*«)‘ , 



C“= sin'"- 1 » sin**r'C . A**. 



D‘* 



= /: 



MNA. 



D * = I D — cos(C— «)], 



/ 
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_ w »in* (Z — m) 

D» = - v 7 

4&in m sin C ' 

D‘ = D* + A‘, 



D M = D 1 *"* + A**. 



J aiu* 



MNd. 



A* = - Cl — cos (: — «)] , 
„ . *■ sin* (C — «) 

J\ — ■ — - » 

4COS«COS» 



K‘*= K”-* ■+■ B”. 



«“=/ 



MNd* sin** -1 » 



H* = - [i — cos (» — «)], 



H* = ^ (coe« — cosf)', 
H* = H* — CL 



H**= H 1 "-* — C“. 



CASE IV. 



Dénota*. 



M et N comme dent U case I. 
Limites des intégrales, idem. 

y angle auxiliaire tel que cos y — 

Module c — *'. n 

sin B 

Son complément 6 — tan ^ iL 
taugf 

A = |/(i — c*sin’f). 



cos C 
cos«' 
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t >9 



J * IN ~ coi • sin • F ' W * 

A 



wrs mû‘< 



1 1-»# \ . COI « . 

— » F *(c) -f- T7 r— E (t ) . 

cos m an • ain 1 * tin • w ■ 



/m.N lin”» — cos « lia if A ^ + A ‘ cot ’*0’ { ^ 

Connaissant les deux premiers termes J'— = F‘(c) , /Ar/$ = E'(c), on con- 
naîtra en général l'intégrale par la formule 

= a -^ T (a - « - (£g) 



CASE V. 



Memes dénominations que dans la rase IV. 



/ Am 
MN 



MN cos« sin • 

Am 



F'(0, 



fnF-r F'(C> + — ——7. E'Cc), 

J MiVcosN* cos « b m » N cos « cos o v 



fftlX cos”* cos« sin tj* A tan o 0 



<p — O 

<? = je 



Ce» fnrmutei se développent comme celles de 1a case précédente, et on 
peut les exprimer toutes par les deux fonctions complètes F'(c) , E'(r). 



CASE VI. 



Mêmes dénomiuations que dans la case IV. 



A 

f 



MN cos« sin C F ^ ' 
Am sin'« sin*. 



MN 



. n 1 (— c*cos’«, c) = . F' 4- E'F(0 — F'E(s) . 

cosafin» cos» ' ‘ 
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EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 



P 



sin*« 



MN " ~ 9 COS«SlI) 

ai n C sin* « 



(i -f- ain'* -f" s*n*C) fl' ( — c* cos f * , c ) 



E '(c), 



sin 1 "» P dtp 

MN cos« ititiC J £(i — c* coa*« sin*#)" 



{ 



<p = o 

<p = i- 



Pour effectuer les réductions , soit 1 +n sin'$ = D , on aura en général 
la formule 

<»+.«»+.')//£ =^["'+-('+<-H-i']/ r uî- 

am— 6 T «/f 

a/n — a J 

Ainsi en partant des trois premiers termes connus t 

/“*=(• +5)^-?^,. 

/?=-<■>. 

f ÂU = n " ("• c )' 

on déterminera généralement l'intégrale prise entre les limite» * = o , 



: î w. 



COROLLAIRES. 



f d» ~ — — n 1 ( — c* cos’« , c) — “ _ F'(c) 

J N CMointi * cos a sin » w * 

= F ‘WE(c, S) — E'(e) F(«, fi), 

r__dmj\nm__ _ «ÉL+îiüfN f « = 

y t («n*fi— fin*») — * *■ — * \ . - 

/ * d»sin 1 » t -f- sin* C ,yi-f-sinfi\ , . m 

V C.m-r-TIÎr,'.) 4 -iinï/) ~ * *“*" 



Les deux dernières se vérifient par l'intégration directe , en faisant, 
cos C 

cos# = 

cos# 



CASE 
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CASE vu. 



Mêmes dénominations que dans la case IV. 



/ »rf» *■ ~ 

MN a cos» sin s ^ c * ** * 

/ * »<Ib *(»in« — sin ») «■ «-en»» 

MNsm*« a;in'«iini ' acosasins ( c > ) + asin*«sin» ' ‘ 

/ ' •dm _ <r(sinC — sin «)* x sin’« -+• sin’î-f- »in*«sm*C Ç mdm 

MNsin 4 » la sin 3 » sin'J * sia*» M:rô J MNsin*» 

, l -|-gin*«-^sin *C C mdm 

3 sin** sin » J MN* 

En général, si on désigne par Z ! * l'intégrale . on anra cette for- 

J Irli>SlD ê 0 

mule de réduction , 

(an -f- i ) sin*» sin*» Z‘“ + * =n an(sin*« -f- ain*C-{- sin*» sin*C) Z'* 

— (an — i)(i -f- sin*« -f- sin*C) Z’*^* 

-f (an — a) Z'—* — A" , 



A" étant 1 ' 



intégrale J' 



MNrf «c()s m , yjlearjjt donnée dans la casa III. 



COROLLAIRES. 



/ (i — « cot ») d» ros • w ncos’ff /I -f- sin ff \ f » = O 

sin*» y^sin'C — sin*«) 4 ” nJ * Sain 1 * \i — «n () ’ 1 • = C 

f » = o 

1 » = i» 

f . = . 

1 • = à* 



/ * . dm *r 

( i — • cot «) 1 = 7 , 

' sin*« 4 



f: 



ttdmCOim 



•in** — iin*«) asin « 



= (i — tang J «). 



CASE VIII. 



Mêmes dénominations que dans la case IV. 



/ 

f 

f 



->F(c. C), 



mdm _ 

MN acos» ami 

mdm «-(cosf — COS») * „ . *1 I _'™£_ r/ *. 

MNcos"» acos’» cos î acos m Mn » *■ ’ ~ aco(acos*( ' 

mdm sr(coa« — cos »)* , c<n'« -f- co>‘S + co»*»co»*C / 

MNcos*» lacos 3 » cos'C 



cos’« cos's 



< r mdm 

J MN eus m 



toa*« cosS 



; r md. 

~J MW 




4* 



EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 



En général , »i on désigne par U“ l'intégrale J' co y’~ m ’ on iura cett ® ^ or “ 
mule de réduction : 

(on+ i)cos*«cos’î. €■*■*■*= an(cos*« cos'C -+- coi’« cos'î) U’* 

— (an — i ) (i -f- cos** ■+• cos’C) C’* - * 

-Han — a) C‘— + + B", 

B” étant l'intégrale > dont * a 'aleur est donnée dans la case III. 



A 

A 



ttdm 



*in#^'(êin*C— «in**) 
ttdt 'in tt 
CO:» B «l/(sm*C — sin*#) 



COROLLAIRES. 



•K^ë) 



"4unC 

nr(l COaQ 



=2 O 

= Q 



CASE IX. 



Meme® dénomination® que dan® la case IV. 






/ 

/ ndm §in‘« 

MIS 



3c 050 sinC 



F(c,C)- 



-^n ( — fin‘y, C, 0 



— ^ jC(i + si n*C — sin'o) , 



«r . . - Q— COâ*oCOâ*C _ ^ » . a r , ^ 

..j — = ô (wn*C— em'o) -f- - . r-y- F (c ,C) — - cos««inC E(c , C) 

MIS 8 4 cos « ain • 4 



r COf’C 



4cus«»in» 



t — i (• + sin*f + siu*«) n (— sin’ y , c , C) 



— g (t + ain’C-f- «in’*) jC(\ -+- sin*C — sin’a). 

En général soit V’* = J " . on aura I* formule de réduction ; 

a*Y ,,+< =(an — 1 )( i +sin , «d-sin*C)V” — (an — a)(sia’e-(-8io*C-f-iin*esio*f) Y 1 * - * 
-f- (an — 3) sin*. sin*C V’* -4 — C** , 



C 1 * étant l'intégrale /MNd.eoe.sin'* -1 *», dont la valeur est donnée dans 
la case III. 

Nota. La fonction n (— ain’y, c, C) et la fonction n( — c’coi’a, c, C), 
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qui entre pour sa valeur complète dans les formules de la case VI, ont 
entre elles la relation suivante , tirée de la formule de l'article Sa , 

•in"* il (— c*co«*«, c, C) -f* cot*€n ( — sin*y» c, C) 

fin* y sin*y cos * ~/ i -f“ «n 1 * — sinV \ 

sin*» ^ c# ^ asm* \i — sra*€ -f- »in*«/ 

COROLLAIRES. 

/â •*- = \ £ (>+«“*-*»•«)+ n (- “V ,c,c) 

«■cos'C _ 

acof.iinî C ’ ’ 



f il »dm ■=. — ^ X (' +siu‘î — Bin’«) ■ - » n (— ein*y , c , C) 

J N 4 ‘ acoosim 

.COB. , 



/ ' •cL»sin»^_ » f ° 

^/(sin*%— ^sTn'») a \cos C/ * 1 « = C 

t/(sin*C — sin*«) = ^ (i-f- sinC) ^(i-l-sinC)-f«^(i— sinC) ^ (j-— sioC) , 

J sm» 4 4 

J tdm «in » y' ( «in*. — »in‘« ) = g »in** — 4 cos*ff > 

/ ' mdm »in 5 » » , . . ^ I * . 

= 4 ( * + 8 

r // <,<f « co »r -... — + co,.) ; • { -== ? 

J \/ (»in , «— nn*«) v ’ l • = i» 



/ 



mtU COB. 



= i *• Z 1 !*- 



J a = O 

( * = i- 



CASE X. 



/ 

/ 



Dénominations 



M M N comme ci-dessus , 

) a =rj^= iJ c(i±*£), 

ions. < J cos. \i — sin./ 



module c = ■ 



Limites des intégr. . = ., . = C. 



ad* co». «• .. 

M?î-=5ïï^ F(e ' î) * 

cos • ir 



MN sin*e aûn*sui* aan’asinC 



F Cc,«) 



asm asm* 



■» E(c , C) , 
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EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL' 



/ Cldm CO? m a sin’« -f- sin*c /~fi dWcos» 1 /* Q.dm cos 0 

MW sin*» 3 ' ein‘* sin k » J MN ain'«> 5 ain*«» sin** J MN 

w 5 in*(C— «) 

1 asin 3 * ain J » * 

En général , soit P** = J* • on aura cett ® formule de réduction î 

(an -f- i)am**siR*C, P 4 "** 1 * = an(sin*<» -f- «in^P 1 *— (ait — i)P**“* — t) 1 * , 

D“ étant l'intégrale C — , dont la valeur eat donnée dan- la case HL 
° J cos » ain** 4 **# 

COROLLAIRES. 

/ Cld* cos 0 N *- sîn C < r(»in*C — tin *«) ___ * *' n C £/ f ^ 

ain*» M sain « asin # *sinC * asm'* 

/ Qdm cos m M irsin» t w t? f r\ 

~^r • w =~shî + süs E( c ’ 10 * 

J* ~t~ — ûa'«) = — j sin « -f- *■ E'(sin *) , 

/ * Cid0 cos 0 _ w C # f 0 = o 

sin» y/(si n*C — si n*») a * sin» * ( # = C 

/ *(Q — sin •) </*cos» «■ 

K.,’. v/(sin*C^-lï^T) ~ JIÎÏÏ^Î ( * “ ,,n C * 

/ nrf» _ I.* f » = o 

sin» 4 * l » s î* 

Cf ° N d " ** 

J \iin» / sin*» 8 " 



{•=: 

l * = i» 



f ■ = O 
* »=i f 



CASE XI. 



Mêmes dénominations que dans la case précédente. 



/ Orf» cos • » 

. mît - — ïuiTî F(c * f) * 

y * _ -<!* c^s » == î( 1 _co!«cosC) + îsinCF(c 1 C)— ^sinCE(c, <) , 

/ nd» cos» sin 4 » » , rcidi cos» sin*» 

Mjj =-(co,»-cos«) + î (.m*.+sin‘C)y jjj, 

/’Od.cn •« 

-W- 



Digitized by Google 



SUPPLÉMENT. 



45 



En général , si on désigna par Q*“ l’intégrale J' m * , on a 

cette formule de réduction : 

(an-f-i)Q*" + * = an(»in>«4- tin^Q’" — (an— i)sin*« sin’CQ*— * + H**, 
MNd.nn“-'« 



H** étant l’intégrale t'- 
eut III. 



COf » 

COROLLAIRES. 



, dont la râleur eat donnée dans la 



/ Otf«cos«.^[ = — -(i — cosecosî) -f--sinCE(c, C) , 

Ma a 

J' arf.coa. ” = ^ (i— cos*cosT)-f- F ( f , 0— ^sinfE(c, *) , 

/ tld* sin m cos 0 w . ( m — O 

7 Cd^-^=; (, - c04C) ’ t. = c 

Ç Qd ‘ COa ‘‘- - = _ ï + ’ E'(*in a) , 

J (fin'» — un’») a a 

/ tiré» ^ / (jin'« — sin*«) = ^ ^ c<is’«F'(sin «) — *E‘(sin»), j " “ * 

/ ad» f . . sin*«\ *• , . . 

j 7 (d^^?rA s,n * - -^F.) = 5 <* - em * ) - 



CASE XII. 



Mêmes dénominations que dans la case X. 



ad»c osa _ 

mn SiT; F(c ’ C) * 



f 

fzr. — = ~-z n ( — aio*« , c , C) -f- - — - — -a y > (i-Hang'C-f-tang*«) , 
J MIS cob» asm • v ’ 1/1 ^cormcosC ■*- v 1 ° ° " 

fi 



Qdm ___ ir(sin*«ccM , C-4-sin , Ccos , «) ^cas*«-4-c°8*C+co9*«cos , C^ fi</* 



MNcoflÇ 






aco»*« co**C 



MKcü* 



«■ Vf .-X *r sin C * 

'^sinCcos’a F ^ C ’ * } 4 cos’« coVJ E(c> C) ' 

ad» 



En général , si on désigne par T'* + ‘ l’intégrale 
cette formule de réduction ; 
an cos’« cos’CT"* 1 == (an — r) (cos*«-f. cos’î-+- cos , «cos*C)T**“ 1 

— (an— a)(i +cos’«+ cos*e)T*— ’+ (an— 3)T S *- J +B », 

B“ étant l’intégrale J' , dont la valeur est donnée dans la case III. 




EXERCICES DE CALCUL INTEGRAL. 



COROLLAIRES. 



/ * od* a in » «• , / i \ 

ccu • i/(sia*C — -in 1 ») acos î ^ \cosf /* 

/ * nd»ain , « Tsin’C » l \ 

cos 5 » 1/ (sin*» — sin*«) 8coiV 4 co>1 * \ cos ‘ / 



{:=c° 



CASE XIII. 



Angles auxiliaires. 



HAnnm J P — ✓(«*—«■*). 

Denom. j ^ _ t /( l _ col ». co ,. J ,) l 

C. . . . COS» = COS • COS y , 

[ sin* . t 

I #. . . tang ê — sin y cot * , COS I — -r-ç , **B » = ' 



__ tangy 



a. . . tang a = — . ■ , sin a = - — x, cos A = 



«in y tang « 

— . — . . rmA = — - 



Limites des intégrales... • s c, m = y. 



/ </» sin « cos » S 

Pÿ “ cos «' 



/ (/« sin « cos’* / i 4- cos*» \ , sin » sin ■/ 

PQ \ acos 5 » / acos*» * 



J PQ 

et en général , 



■ /<&}•( 1 — sin*» C05*4')*. 



{1=0 
u = « 



Tontes ces intégrales s'expriment au moyen de l'angle I; toutes les suivantes 
s'expriment au moyen de l'angle A. 



/ ' dm sin » A 

RT co* * cos y * 

/ * t/« sin * / i -f»cos , C \ sin «sin y 

PQ co » 5 • \ acos'V / À acos'y * 



et en général , 



/ * d*s\am 1 . . _ . 



De cette dernière formule on déduit les dénie suivantes, en faisant ccssinC 
et »in*f) e= A ; 
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r dmi ' nm - — : — fA“-‘dp , 

J Pi^cos’** coa*"y J 

/ dmnn » co» ,B * C df 

^ = co .“ry^rn- 



=5 O 

9 = A 



COROLLAIRES. 



f—r 

J Coa * 



_ '*>y(ain‘* — siu*#) coa**» 

f à*™ "" Ml ^ fl*- - fu-'d» 

J ûd*«) J A’* 4 "* 

/ ilt <in * 

-pÿ- = F(c,A), 

/ ’(/.* in» I . 

~ E(c ’ '* 

/ <f« fin * ro.*a 1 , x fin « fin y 

PQ = ^ E(C ’ "TmT" * 

f = F 1 (.in y) , 

*/ \Z(»in # y — Ain*») 

T _J?Ï = -L_ E’(»in y) , 

j coa*«i (s ,n *y — siu*«) cosV 

/ cU co**0 . N 

i7(Sïïv^.v=j =E(,u,r) - 



{ := ci { 



f = O 

? = i ■ 



{ 



CASE XIV. 



Dénominat, et limite, comme dan. la case précédente. 

Modula c = t . 

une 



fi 

fi 



ri' 1 »' 
pij=-. = sr F '« + S E '<‘>’ 



et en général , 

/ ' dm 
fH^CO»’"a 



sin » cos*"y 



J ' ^ (co.'C + A’sin’C)* 



{ 



f 

P 



= o 




intégrale qui pourra toujours .'«xprimer au moyen dee deux fonction, com- 
plète. F‘(c), E'(c). 

De la même formule on tire 
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/ d» cos’. eos’y 

~W = S? n( “ ,,ny ' c) * 



J PQ ~ tin 
et en général , 



/ (i«COS**« cos**y r | ç r= o 

Py einî J A(i— -sin’yfin’p)" ’ | f = J * 

intégrale qu'il sera toujours possible d'exprimer au moyen des trois fonctions 
complètes F'(c), E'(c) , n'( — sin*y, c), D’ailleurs puisque sin*y = c*sin*î , 
la troisième fonction se réduit aux fonctions de la première et de la deuxième 
espèce, par la formule du n" io5, qui donne 

n’(— sin’y, 0 = F'(c) + ^ 5 i[F'(c)E(c,î)-E'( 0 F(c, C )]. 



CASE XV. 



Mêmes dénominations que dans la case XIII. 



Intégrales T et V prises entre tes limites »=o, ssy, 

/* (l— .«cote) d» cote 

J y (sin’y — sinV) . JZ( 1 — cœ*« cos’«) ’ 

V = f — . 

J V( sin’y — sin*«) . 1 — cos’ s cos 1 *) 

Intégrales 7" et V' prises entre les limites » =x o , •— ». 

Ç (n — sin «)<i» cos» 

J sin’»j/(sin’« — sin’*). V' C 1 — cos’y cos“») 1 

y, r ad» cos» 

J K( s in*« — sin*«).V/(i — cos’y cos’»)' 

Ces quatre intégrales se réduisent aux suivantes, qui ont pour limites 

?=*. f = Al 

T = /ipdf V/(sin*A — sin’p), 

sm’« sm’y 

V = ■ ■ ■ /( i * — f)df y (sinV — sin>) , 

stn’.tin’y r ' 



v= ' C ?i£_ 

sin w J y (sin*A — 1 

y,__ 1 r (;«■— 

sin ij y/ (sin 1 / — sm s f)' 
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SUPPLÉMENT. 
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Il résulte de ces expressions les deux formules : 

T + T '= (•»!>•* »in» , 

V + V' -=~f *. 

asm «J y, (sm*A — >irr$*) * 

lesquelles peu.ent être exprimées en fonctions elliptiques dont le module 
sin y 



sinA 



sin 



de 1a manière suivante , 



T + 1- = E(c, !) F(f C) - 

3iin‘.sin*v ' a un î sin“y v * J asin*. > 

V + V' = -X F(c, 0. 
asin. ' ’ 

COROLLAIRES. 

Des valeurs de T +T et V-+-V', on déduit, en faisant *=., «fpar 
suite , cos • = cos*. , c s —y , les deux formules suivantes : 

(«+ O cos.)rf» 



A 



A 



l/(cos‘. — CO!’.) .1/(1— cos*. cos‘«) — âsïn? F< ' C ’ 



(O — m COS m)dm cos m 

(cos*» — co»**). 1 — cos*«cos*«) asin** 

irCOSV 



*sinC 

J^~^7Z E ( c ' C 



• F(c, C). 



*C06* 



2sin«$inw v ' ' anin*i 

Des valeurs de T et T' on déduit encore les deux formules 

£*■ , «COt<i — 1 



/ (1— u côtoya » i w 

sins»i/(t — cos»«cos%») 1 -f-cos* 

/ * (ft — sin a>)da> cos a ») 1 — « cot ■ 

sin*» \/ (sin*« — sin J «) sliTü 



siiu 



f tf = o 

t " = i* 

r = o 

1 * = . 



CASE XVI. 



{ M et N comme dans la case I. 

Module c = ÿ(i — ÏÜV A— X 
V Sin : sin • 



Dénominat. 

Limites des intégrales , as., » — ». 



/ du coi v 1 

MN _ ùnî F(c) * 

/ du cos a sin’» 

MS 



= sin îE'(c) > 
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EXERCICES DE CALCUL INTÉGRAL. 



* </«cos«»siii M df 



rd*co,* _ , rdp __ __i _ tf . 

j MN »in*« «in 1 » J A 1 «in'aun S ^ ' ‘ 
fd*w _ ■ _ » /*“-<*» 

./ MNsin’*» eïn’*'*'"?,/ sin» «in ’“« 1 

/mn co» » = SÏÏTÏ5S n 'C c ‘ tan g* *• O , 

r à<* « r dp , 

J MN coj**- 1 » sjnCcos“» J A (t -+- c‘ tang*v sin“c)'' 



P — o 

f ~ i* 



p = o 

P = i* 



Toutes ces intégrales peuvent s’exprimer par les trois fonctions complètes 
F ‘(0 , E’(c). n*(c* tang*f , e). 

Si l’on change dans ces formules sine en cosf, et sinC en cosa, ce 
qui donne pour c et b les valeurs c ■= V ( i — — r-^ , h — C ° 3 — , ou . 

’ \ COj’a/ COSa* ' 

suivant les dénominations de la case IV, c = «in y , 6 = cos y, on aura les 
trois formules générales qui suivent : 



r 

fi 

h 



Jvsina» cor - » 

MN 

datsint» 

MN cos**« c 
du 






9 = o 
f = ï« 



Ï» dp , 



MN am**—** cos 



j r dp 

esm’"e J û(i -f- c*cot*asin*pj*’ 



Toutes oes intégrales peuvent donc encore s'exprimer par les trois fonctions 
complètes F’(c), E'(c), n‘(c* cot'a, c). 
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Supplément à /'Errata des Exercices de Calcul intégral. 



Fagi 


Ligne». 


CORRECTIONS ET ADDITIONS. 
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Fin de la page. 


( 1 — V^3)l/(ij/3), U/3 — i)V/({|/3). 


65 


>3 


a fi dF ' f* * JF 1 

cota , /«ex acotaô.-g*. 




>4 


1 dE; .. a dE 1 

tin ail ' dt * sin 98 ' dt * 


9» 


7 


c* 5 sin’f** , lisez chaîna? 0 *. 


93 


Vert U En. 


e>" , /uex 


104 


Ù2 


G et G* , lisez G et G'. 


111 


aa 


E(c, fi), tuez F(e , f). 


n3 


8 


art. 7 S , tirez art. 7 g. 




10 


Ajoutez La valeur de E'(c) peut »« mettre plus simplement 






sous la forme E , (c)=i£*(i-f-î5 , )F , (c)-f-yZ 


114 

334 


l 7 

Vers U En. 


Ajoutez La valeur de E‘(c) se réduit encore à la forme 
E‘(c)=j v/(^r), de sorte qu'on a directement 

cos ),»v/(coi>.) K (coi/.) 


sf(S), irez 5/(8). 


33g 


*9 


je*, tire* x. 


354 


Avant dern. 


dx , tuez df>. 


355 


a 8 


précédent, tuez suivant. 



y 
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